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内 容 提 要 

本 书 是 为 有 志 于 自学 大 学 数学 误 程 的 读者 编写 的 。 全 书 
分 十 四 章 ， 总 伦 叙 述 了 数学 的 作用 ， 特 点 和 发 展 概 况 ， 提 出 
了 学 好 数 般 方 法 ， 介 绍 各 类 学 专业 的 课程 设 
展 ， 使 读者 对 数学 专业 有 所 了 解 ， 后面 十 三 章 分 别 对 空间 解 
本 几何 、 数 学 分 析 等 名 门 课 作 深 入 的 学 习 指导 。 分 析 各 门 
课 的 特 点 、 难 点 ， 对 自学 读 老 学 习 注意 事项 、 选 择 自学 课 
本 、 学 时 安排 等 学 习 进 度 和 习题 选 作 忒 都 作 了 提示 。 内 容 详 
尽 ， 通 俗 易 懂 。 本 书 是 自学 读者 的 * 良 师 ”。 
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青年 人 有 志 于 学 习 高 等 数学 ， 却 没有 机 会 进入 大 学 读 
书 ， 已 经 是 件 憾事 ， 无 师 可 承 而 自学 数学 ， 略 有 一 点 经 验 的 
人 都 知道 其 中 的 苦恼 ， 我 们 出 于 同情 的 心理 ， 用 自己 的 经 验 
写 了 这 个 小 册子 。 主 观 上 禹 望 对 读者 有 一 点 帮助 。 

我 们 以 为 在 学 习 大 学 数学 具体 深 程 之 前 ， 应 该 对 整个 数 
学 的 烽 况 有 一 点 了 解 ， 为 此 我 们 开头 守 了 总 论 。 

数学 和 物理 、 化 学 同属 于 自然 科学 ， 然 而 数学 男 有 自己 
的 特点 。 物 理 、 化 学 都 没有 初等 高 等 之 分 ， 从 中 学 到 大 学 没 
吝 分界 的 鸿沟 ! 而 学 习 数学 元 不 能 不 分 两 步 志 。 中 学 时 期 讲 
初等 数学 ， 侧 重 在 具体 实用 。 大 学 里 的 高 等 数学 ， 为 了 应 用 
广泛 ， 必 须 概括 得 宽阔 ， 因 此 而 立论 抽象 ， 往 往 超出 生活 常 
识 。 在 这 极度 抽象 之 中 进行 逻辑 推理 ， 是 许多 人 不 大 习惯 
的 。 所 以 用 初等 数学 的 学 习 态 度 对 待 高 等 数学 ， 没 有 不 失败 
的 。 很 多 热气 腾腾 的 青年 刚 走 到 高 等 数学 的 门 前 ， 便 望 而 却 
步 了 。 学 习 大 学 数学 不 先 扭 转学 习 意 识 ， 大 概 是 不 会 有 好 效 
果 的 。 在 总 论 中 所 出 了 数学 的 特点 ， 同 时 谈 了 大 学 数学 的 一 
般 学 习 方法 。 

数学 现在 已 是 分 支 众多 的 学 科 ， 我 们 根据 现行 教学 大 网 
列 出 十 三 门 课程 详 加 分 析 。 在 大 学 数学 系 基础 课程 里 只 缺 
《 泛 孙 分 析 》 没 有 列 入 。 因 为 它 是 基础 课 的 最 后 课程 ， 假 车 
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以 前 各 科学 得 好 ， 就 能 领会 学 习 数学 的 规律 ， 不 需要 过 搂 前 
指导 了 。 

各 科 的 学 习 咕 序 ， 应 该 参考 “总 论 ” 中 大 学 数学 系 《 专 
业 科 上 且 和 时 间 安 排 》 表 。 具 体 情况 ， 自 学 的 读者 可 灵活 党 
握 ， 本 书 的 安排 只 殿 参 考 。 


赵 落 庚 ”人 朱 叫 册 
1982 年 十 一 月 
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一 数学 的 作用 和 特点 


数学 属于 自然 科学 ， 它 是 一 切 科学 技术 的 基础 。 立 志 
学 大 学 数学 的 读者 ， 不 但 对 数学 研究 要 培养 浓厚 的 兴趣 而 
且 必 须 对 数学 在 发 展 国民 经 济 和 科学 技术 方面 的 作用 有 一 定 
的 了 解 。 

初等 数学 在 中 小 学 课程 时 的 重要 性 是 人 所 共 知 的 。 高 等 
数学 的 基础 部 分 ， 除 了 数学 专业 之 外 ， 既 是 理工 科 芍 重要 基 
础 ， 又 是 其 他 许多 非 理 工科 专业 的 基础 。 也 可 以 说 ， 没 有 数 
学 基础 ， 就 难以 学 好 自然 科学 领域 的 各 门 学 科 

现在 的 科学 技术 比较 复杂 ， 但 是 它们 都 有 共同 的 地 方 
那 就 是 它们 的 研究 和 发 展 都 离 不 开 数学 。 同 时 ， 科 学 技术 的 
发 展 又 反 过 来 促进 数学 的 发 展 。 

和 其 他 学 科比 较 ， 数 学 的 特点 是 :抽象 性 、 准 确 性 和 运 
用 广泛 性 。 数 学 的 抽象 是 一 步 步 提高 的 ， 把 客观 具体 事物 和 
数 分 离 ， 比 如 从 三 个 苹果 分 离 出 3， 这 是 第 一 步 抽象 ， 用 字 
母 代 若 数 是 从 抽象 所 得 的 数 再 抽象 ， 用 字母 作 运算 ， 抽 象 程 
度 便 又 加 深 一 步 。 抽 象 的 过 程 就 是 数学 发 展 的 过 程 。 数 学 的 
准确 性 就 是 它 的 逻辑 的 严密 性 ， 数 学 的 结论 票 求 是 确定 的 
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而 这 种 确定 性 的 结论 ， 只 有 通过 严密 的 逻辑 推 型 才 可 能 获 
得 。 数 学 在 自然 科学 领域 里 ， 几 乎 无 所 不 及 ， 现 在 就 过 社会 
科学 的 许多 领域 也 都 需要 数学 了 。 可 以 这 样 涪 ， 不 论 是 工 
业 、 农 业 ， 还 是 国防 、 贸 易 ， 也 不 论 是 科学 研究 ， 还 是 工程 
技术 ， 很 蕉 找 出 哪 一 个 部 门 、 那 一 个 行业 是 和 数学 无 关 的 。 
这 就 是 数学 应 用 的 广泛 性 。 
二 数学 的 发 展 

数学 产生 手 生 产 实 获 ， 考 证 学 证 明 ， 早 在 四 五 千年 以 
前 ， 人 类 就 已 经 在 生产 实践 中 积累 了 许多 零散 的 、 片 断 的 数 
学 知识 。 中 国 、 巴 比 伦 、 次 及 和 印度 这 四 个 文明 古国 的 史料 
说 明 ， 公 范 前 两 千 多 年 前 ， 就 已 产生 了 算术 、 代 狼 和 几何 的 
初步 知识 。 我 国 在 三 千 多 年 前 的 商 代 就 已 使 用 十 进位 的 数 
了 了。 两 十 多 年 前 ， 我 国 就 有 《 九 党 算术 》 这 样 的 圾 学 专著 
书 里 忆 经 有 了 一 次 方程 组 的 解法 。 至 于 区 何方 面 ， 另 一 部 书 
《 霹 允 算 经 》 沁 载 的 内 容 就 更 早 了 。 巴 比 伦 、 效 及 和 印度 的 
古代 数学 也 有 许多 光 涟 的 成 就 

在 数学 发 展 史上 应 该 所 出 的 是 十 希腊 ， 火 约 在 公元 前 五 
世纪 左右 ， 吉 希腊 的 文化 发 展 昌盛 一 时 ， 随 着 生产 的 发 展 
天 文学 、 航 海 、 贸 易 得 到 了 很 大 的 发 展 ， 同 时 也 促进 了 数学 
的 发 展 。 欧 几 蜂 得 在 总 结 前 人 知识 的 基础 上 、 写 岂 了 《 几何 
原本 》 这 部 流传 至 今 的 不 本 著作 ， 这 也 是 一 部 最 早 的 、 内 容 
最 丰富 、 最 系统 的 数学 扎 著 。 

到 了 十 六 世纪 ， 已 经 是 欧洲 的 文艺 复兴 时 期， 数学 
了 许多 新 的 进展 ,工业 革命 党 生产 力 突 飞 洗 避 , 初 宦 、 造 般 、 
建筑 ， 交 通 。 天 文 、 开 矿 。 治 烽 等 许多 新 的 领域 不 但 需要 力 
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学 、 物 理学 和 化 学 的 知识 ， 同 时 需要 处 理 空 典 中 出 现 的 变 作 
现象 ， 这 就 需要 引入 变量 ， 这 是 数学 发 展 的 一 次 大 突破 。 法 
国 数 学 家 费 尔 马 和 和 储 卡 扩 创立 的 解析 上 几何， 英国 科 学 家 牛顿 
和 德国 科学 家 莱 布 尼 欧 创立 的 微 积分 是 数学 发 展 史 上 光彩 夺 
县 的 成 就 之 一 。 从 此 ， 数 学 发 展 进入 了 一 个 转折 时 期 。 

二 十 世纪 四 十 年 代 ， 电 子 计算 机 的 划 现 ， 标 志 着 数学 的 
发 展 又 进入 了 胡 新 的 时 期 。 随 著 现 代 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 
数学 已 渗 和 直到 许多 新 的 领域 时 ， 并 和 出 的 学 科 密 切 结合 ， 产 
生 了 新 的 边缘 学 科 和 综合 性 学 科 。 现 在 ， 数 学 的 分 科 越 来 越 
绸 ， 形 成 了 分 支 众 多 、 内 容 丰 富 、 应 用 广泛 的 学 科 。 

三 ”学习 大 学 数学 的 方法 

大 学 的 数学 更 加 抽象 ， 要 学 好 数学 还 要 注意 学 习 方法 。 

许多 青年 从 中 学 升 入 大 学 以 后 ， 在 一 段 时 期 里 ， 对 于 大 
学 数学 的 学 习 方式 很 不 习惯， 其 中 原因 ， 一 是 大 学 的 学 习 任 
务 比 中 学 重 ， 二 是 用 中 学 的 学 习习 惯 来 学 大 学 数学 ， 这 样 就 
很 不 适应 。 大 体 说 来 ， 中 学 数学 内 容 接近 于 常识 ， 其 中 的 许 
多 理论 好 象 仅仅 是 把 许多 常识 系统 化 了 ， 或 者 逻辑 化 了 。 因 
为 它 和 常识 接近 ， 有 些 人 不 十 分 注意 远 辑 系统 ， 再 加 上 中 学 
数学 教材 的 逻辑 推理 本 来 不 多 ， 这 样 ， 有 些 人 就 误 以 为 数学 
只 是 讲 计算 方法 的 ， 于 是 以 为 会 计算 就 是 复 得 数学 了 。 大 学 
的 数学 不 同 ， 它 不 用 常识 ， 甚 至 要 我 们 抛 开 常 识 而 从 纯 逻 辑 
上 去 认识 其 中 的 规律 ， 这 大 概 就 是 初学 大 学 数学 的 时 候 往往 
感到 困 政 的 原因 。 自 学 大 学 数学 因为 没有 人 指导 ， 难 免 因此 
降低 兴趣 ， 或 失 挤 信 心 ， 以 至 望 而 生 长 。 所 以 要 先 坚持 一 个 
时 期 ， 阁 过 第 一 道 关 口 。 . 
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让 学 是 有 困难 的 ， 为 什么 要 自学 ? 日 的 一 定 要 明确 。 学 
习 是 为 了 线 得 知识 ， 改 造 自然 ， 服 务 人 类 。 有 了 这 样 高 尚 的 
请 操 ， 就 能 在 自学 中 有 持久 的 毅力 。 

选择 数学 专业 要 考虑 到 自己 的 个 性 ， 比 如 你 平时 乐音 钻 
研 数 学 问题 ， 当 然 你 一 定 喜欢 负 辑 思维 ， 这 就 是 你 的 个 性 。 
这 显然 也 牵涉 到 兴趣 。 如 果 有 这 样 的 基础 ， 对 于 自学 当然 是 
好 的 。 不 过 ， 记 谓 个 性 和 兴趣 不 是 绝对 的 。 你 认识 到 学 习 数 
学 的 需要 ， 兴 趣 可 以 从 认真 钻研 中 培养 起 来 的 。 

任何 事情 都 没有 一 定 的 成 功 之 路 ， 学 习 也 不 例外 。 怎 样 
自学 好 大 学 的 数学 ， 也 没有 一 大 ,固定 的 方法 ， 下 面 提 出 的 几 
点 也 只 是 提供 自学 读者 作 参 考 。 

第 一 ， 要 认真 领会 概念、 定义 等 的 含意 , 不 可 丝毫 马 
虞 。 数 学 中 的 文字 十 分 严格 ， 一 字 之 差 ， 影 响 极 大 。 自 学 的 
有 时候 必 须 字 字 铀 栈 ， 认 真 领会 定义 、 概 念 、 定 理 ， 不 能 一 知 
半 解 ， 而 要 真正 理解 。 

二 ， 要 善于 积累 知识 。 帮 富 的 知识 是 积累 得 来 的 。 学 

习 的 时 候 ， 常 常 有 人 说 在 菜 部 分 教材 中 ， 这 是 重点 ， 那 是 准 
点 。 自 学 的 读者 千 万 不 要 因此 而 只 注意 这 些 重点 和 难点 。 所 
亩 重点 ， 无 非 是 它 滨 涉 的 问题 多 ， 所 渭 难点 ， 无 非 是 理论 上 
比较 复杂 、 难 于 分 析 和 理解 的 部 分 。 重 点 和 难点 一 定 要 弄 懂 
和 弄 通 ， 但 是 只 用 这 些 重点 和 难点 架设 不 成 数学 的 大 履 。 学 习 
数学 不 能 放 过 论证 中 的 任何 细节 ， 大 小 道理 都 要 漠 懂 。 

第 三 ， 要 加 强 复习 。 俗 话说 ，“ 温 故而 知 新 ”。 只 有 常 
常 复 习 功课 ， 才 能 使 已 学 得 的 知识 不 易 忘掉 。 对 于 教材 的 内 
容 ， 每 看 完 一 章 或 一 大 段 后 ， 右 把 这 章 或 这 怒 芍 理论 系统 地 
回 左 几 次 ， 要 求 恢 到 不 看 书本 记 清 各 定理 之 间 的 联系 ， 巷 至 
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每 个 定理 的 证 明 。 对 于 相似 证 法 的 定理 ， 对 于 有 从 属 关 系 或 
对 等 关系 的 概念 ， 都 要 进行 对 比 ， 以 分 清 异 同 ， 正 确 理解 它 
们 。 

第 四 ， 通 过 解 题 来 复习 知识 和 钥 炼 思维 能 力 。 解 题 是 学 
习 数 学 重要 的 一 环 。 每 本 教材 都 有 大 量 的 习题 ， 一 类 习题 能 
使 读者 增强 计算 能 力 ， 复 习 学 过 的 知识 ， 记 忆 一 些 公式 、 定 
理 ， 一 类 习题 能 使 读者 锋 炼 思维 能 力 ， 开 动脑 筋 从 有 辑 判断 
上 去 进行 推理 和 证 明 。 在 做 练习 题 的 时 候 ， 要 多 方面 联系 , 
看 清 了 一 道 题 的 题 设 和 题 断 ， 就 要 回忆 和 这 问题 有关 的 定 
理 、 定 义 、 法 则 、 公 式 ， 看 看 其 中 哪些 能 沟通 问题 的 题 设 和 
题 断 。 特 别 和 情况 比 一 般 情况 总 要 简单 一 些 ， 解 题 的 时 候 ， 可 
以 从 特例 着 手 。 从 特例 的 解法 ， 往 往 可 以 推广 到 一 般 情况 。 

第 五 ， 解 题 后 要 善于 小 结 。 每 做 完 一 部 分 复习 题 ， 都 要 
进行 一 次 小 结 。 要 想 想 这 些 题 的 解法 是 否 是 最 好 的 ， 能 不 能 
再 简化 ;叙述 得 是 否 通畅 ， 头 绪 纷繁 的 思路 要 使 别人 看 起 来 
很 蜂 利 ， 哪 些 问题 是 应 访 先 说 的 ， 嘟 些 问题 是 应 该 后 说 的 
等 等 ， 在 自己 解 题 过 程 中 是 否 都 弄 好 了 ， 景 后 要 小 结 一 下 让 
已 的 解法 能 否 推 广 ， 这 些 推广 可 以 作为 自己 进修 的 资料 连同 
证 明 记录 下 来 。 

上 面 所 提 各 点 ， 都 是 泛泛 之 谈 ， 结 合 各 分 支教 材 怎样 学 
好 ， 后 面 各 章 还 娶 叙 述 。 这 里 就 不 作 介绍 了 。 


四 各 类 大 学 数学 课程 设置 概况 
各 类 大 学 由 于 培养 目标 不 同 ， 课 程 的 设置 也 就 不 同 。 为 
了 让 自学 青年 对 大 学 数学 课程 设置 有 所 了 解 ， 现 在 把 综合 大 
学 数学 系 , 高 等 师范 院 补 数学 系 ,工科 院 校 的 数学 课程 和 应 用 
时 


数学 专业 的 教学 计划 ,摘录 出 来 ,以 供 参考 。 政 治 、 体 育 、 外 
语 是 回 家 规定 的 公共 必 佑 课 ， 各 核 都 一 样 ， 因 此 没有 列 在 表 
里 。 数 学 计划 中 的 专业 率 程 ， 由 各 校 自己 安排 ， 所 以 加 一 类 
学 校 、 同 一 种 专业 ， 设 置 的 课 答 还 有 不 同 ， 尤 其 是 选修 科 晶 
差异 比较 多 。 

课程 设置 、 教 材 内 容 和 教学 要 求 ， 都 要 跟着 时 代 前 进 
所 以 这 一 切 规 定 都 不 是 一 成 不 变 的 ， 读 者 也 应 该 注意 到 这 一 
点 。 

一 》 综 合 大 学 数学 系数 学 专业 教学 计划 

1 培养 朋 标 ， 

本 专业 雯 养 德 、 智 、 体 全 面 发 展 的 从 事 数学 方面 的 教 
学 、 科 研 和 其 他 实际 工作 的 专门 人 材 。 具 体 要 求 是 ， 掌 握 本 
专业 所 和 需要 的 基础 理论 、 基 本 知识 和 基本 技能 ， 具 有 一 定 的 
专门 知识 ， 了 解 一 些 和 本 专业 有 关 的 科学 技术 新 发 展 ; 获得 
从 事 科 学 研究 的 初步 训练 ， 具 有 较 强 的 自学 能 力 和 一 定 的 分 
析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 ， 能 用 一 种 外 国语 阅读 本 专业 的 书 
刊 。 

2， 眉 业 年 良 ， 四 年 。 

3。 专业 科目 和 课时 安排 表 :《〈 见 下 页 ) ， 

下 页 表 里 每 周 学 时 分 配 八 栏 中 ,只 写 一 个 数字 的 ,是 每 局 
讲 扫 或 实 险 》 学 时 数 ,两 数字 相 加 的 ,其 中 第 一 个 数字 是 每 
局 讲授 学 时 数 ， 第 二 个 数字 是 习题 课 学 时 数 。 如 一 年 级 下 学 
期 数学 分 析 每 周 学 时 “4 + 2 ”， 表 示人 每 周 讲授 4 学 时 ， 习 
题 课 2 学 时 。 

表 困 最 后 六 门 课程 《从 偏向 分 方程 到 微分 儿 何 ) 是 第 一 
组 限制 性 选课 ， 丝 个 学 生 必须 在 这 六 门 中 侈 学 四 门 。 
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| 各 学 期 每 志学 时 分 配 
课程 二 年 级 | 三 年 级 | 四 年 级 
未 [六 | 直下 志 [ 
期 | 期 | 期 | 戎 | 其 | 期 
数学 分 折 | 
学 分 析 | 153| 102| 51 alr 
”| 解析 几何 102| 68 34 下 | 
线性 代数 | 153| 102| 51| 4 +2l2 +1 
到 rd ar | | | 
物理 实验 | 102| i102 2 | 4 
弟 微 多 85| 68 17| 让 二 
复 变 画 数 | 85| 68! 17 14 二 
变 画 数 | 85| 68| 17 4 + 
[3 68| 68 和 
话 西 分 析 ，68| 68| 4 
抽象 代数 | 68| 68 4 
后 扑 学 | 68| 6al | 堂本 
铭 率 统计 | 63| 68] 4 
微分 和 L 何 ! 68| 68 生 
还 有 第 二 组 限制 性 选修 课程 十 几 门 ， 每 门 讲授 51 学 时 ， 


设 在 四 年 级 ， 每 个 学 生 必须 选 学 其 中 三 门 。 


(二 ) 高 等 师范 院 校 数学 系数 学 专业 教学 计划 ， 

1. 增 养 目标 ， 

本 专业 的 主要 任务 是 培养 德 、 智 、 体 全 面 发 展 的 中 等 学 
校 数学 教师 。 本 专业 毕业 生根 据 国家 需要 ， 也 可 以 从 事 高 等 
学 校 教学 和 科学 研究 工作 。 具 体 要 求 是 ， 掌 握 本 专业 所 必需 
的 基本 知识 、 基 本 理论 和 基本 技能 ， 具 有 较 强 的 自学 能 力 和 
独立 工作 能力 ， 获 得 科学 研究 的 初步 训练 ， 尽 可 能 地 了 解 和 
本 专业 有 关 的 科学 技术 新 发 展 、 新 成 就 ， 收 得 教育 科学 ， 具 
有 失事 中 等 教育 和 教学 工作 的 初步 能 力 ， 能 用 一 种 外 国语 阅 
读本 专业 的 外 文书 刊 。 

2. 修业 年 限 ， 四 年 。 

3， 专业 科目 和 课时 安排 家， 《 见 第 9 页 》 

表 里 从 实 变 还 数 以 下 九 门 是 必 选 课 ， 每 个 学 生 在 三 四 年 
级 两 年 内 必须 选 学 其 中 六 门 ， 这 六 门 中 机 有 一 门 是 几何 。 些 
外 还 有 十 几 门 选修 课 ， 开 设 在 三 四 两 年 级 ， 每 个 学 生 至 少 选 
学 其 中 四 门 。 

此 外 还 有 全 校 性 必修 课 心理 学 和 教育 学 两 门 ， 分 别 开 设 
在 三 年 级 上 下 学 期 ， 每 周 讲授 2 学 时 ， 总 共 各 讲 36 学 时 。 

四 年 级 下 学 期 有 教育 实习 四周 。 

(三 ) 工科 院 校 应 用 数学 专业 教学 计划 : 不同 院 校 的 应 
用 数学 专业 ， 由 于 方向 不 何 ， 教 学 计划 的 差别 比较 大 。 这 里 
远 择 一 个 作为 参考 。 

1。 培养 目标 : 

本 专业 培养 德 、 管 、 体 全 面 发 展 的 应 用 数学 研究 人 烤 。 
具体 李 求 是 ， 业 务 上 到 具有 应 用 数学 专业 记 需 要 的 比较 宽厚 
的 基础 理论 知识 ， 掌 握 应 用 数学 某 一 学 科 方面 的 基本 知识 和 


| 
致 材 致 法 


仇 分 几何 


计算 方法 


泌 获 分 | 
三 说 


泛 丰 分 析 


| 学 时 分 融 各 学 期 每 膨 学 时 分 吕 


课 程 | 时 | 讲 | 
总 | | 中 
授 | 课 


296| 36 5|15| 生 | 和 


145| 18 5|4 


I6 ~916 ~ 


70| 4 


78| 和 4 


一 些 技术 科学 方面 的 知识 ， 能 供用 电子 计算 机 ， 受 到 科学 研 
究 的 初步 训练 ， 有 较 强 的 自学 能 力 和 独立 工作 能 力 ， 能 运用 
所 学 知识 解决 工程 技术 匠 提 贡 的 一 般 数学 问题 能 用 一 门 外 
轴 语 阅读 本 专业 方面 的 书刊 。 

本 专业 毕业 生 主 要 在 工矿 企业 和 国防 部 门 中 的 科研 单位 
以 及 学 校 从 事 数学 应 用 研究 工作 ， 也 可 以 从 影 用 党 莹 学 工 
作 。 

2. 收 业 年 限 ， 四 年 。 

3。 专业 科目 和 课时 安排 天，《〈 刚 种 14 页 ) 

四 年 级 下 学 期 上 课 11 周 ， 毕 业 论文 8 局。 ， 

任 选课 有 微分 几何 、 控 制 论 、 数 理 迎 辑 。 此 针 还 消 却 先 
课 八 门 ， 每 周 四 学 时 ， 各 讲授 一 学 期 。 “ 

四 年 级 的 技术 课 ， 根 据 分 组 后 的 需 楼 来 确定 。 

(四 ) 工科 院 校 的 数学 课程 工科 院 校 设置 数学 课程 是 
为 了 学 习 或 研究 工程 技术 中 的 理论 问题 。 它 是 工程 专业 的 工 
具 课 ， 也 是 基础 知识 。 它 只 讲授 工程 技术 中 有 用 的 数学 方 
法 ， 不 需要 系统 地 研究 抽象 理论 。 教 材 分 两 大 部 分 ， 叫 做 
《高 等 数学 》 和 《工程 数学 》。 

第 一 ， 高 等 数学 ， 

1. 课程 的 目的 和 任务 。 高 等 数学 在 工科 院 校 的 教学 计 
划 中 是 一 门 重要 的 基础 理论 课 ， 为 培养 高 级 工程 技术 人 材 的 
目标 服务 。 通 过 这 门 课程 的 学 习 ， 使 学 生 状 得 微 积分 (包括 
向 量 代 数 和 空间 解析 刀 何 ) 各 常 微分 方程 的 基本 知识 、 必 要 
的 基础 理论 和 常用 的 运算 方法 。 注 意 培养 学 生 的 比较 部 综 的 
运算 能 力 、 扫 象 思 维 能 力 、 逻 辑 推理 能 力 、 几 何 直观 和 空间 
想象 能 力 ， 从 而 使 学 生 受到 阁 学 分 析 方 法 和 运用 这 些 方法 解 
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决 几何、 力学 和 物理 等 实际 问题 的 初步 训练 ， 为 学 习 后 么 课 
程 和 进一步 扩大 数学 知识 美 定 基础 。 
2。 开设 时 期 :一 年 级 。 

3. 效 材 内 容 和 诬 时 分 配 ; 


至 材 内 容 课时 总 数 


微 积 分 148~156| 
| 向 景 代数 和 空间 解析 几 每 22 16 6 
牙 数 项 级 效 、 者 级 数 ， 男 数 项 级 | p024 | 14~18 6 
个 并 时 级 数 8 6 
常 若 分 方程 20~22 | 14~16 6 
58 


合 寺 216~23C|158~172| 


第 二 ， 工 程 数 学 ， 

1， 课程 的 目前 和 任务 ， 工 程 数学 是 工科 四 年 制 各 专业 
继 高 等 数学 之 后 的 一 门 基 珊 课 。 通 过 这 门 课程 的 尝 习 ， 使 学 
生 蓝 得 线性 代数 、 概 率 论 、 复 变 函 数 等 基本 知识 和 必要 揭 基 
本 运算 技能 。 辐 时 使 学 生 在 用 数学 方法 分 析 问 题 和 解决 问题 
前 能 为 方面 得到 进一步 的 培养 和 和 训练， 为 学 习 有 关 专 业 课程 
利 沪 火 数学 知识 提供 必要 的 数学 基础 ， 为 培养 高 级 工程 技术 
人 材 服务 。 ， 

2， 开设 时 期 ， 二 年 级 。 

3 获 材 内 容 和 课时 分 配 。 
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一 


| 教 材 内 容 课时 数 
线性 代数 30 一 32 
概率 论 28 一 32 
化 变 西数 24~30 
中 塞 尔 潍 歼 和 擅 引 德 多 项 式 10~12 

数学 物理 方程 i018 
博 立 时 变换 和 拉 普 拉 拓 变换 12~14 
场 论 10~12 
合计 130~1650 


(五 ) 各 类 学 校 数学 教材 的 对 比 : 各 类 学 校 由 于 学 习 目 
的 不 同 ， 辕 一 门 课程 的 教材 内 容 和 教学 要 求 也 有 所 不 同 。 具 
体 情 形 在 各 科教 学 大 织 里 都 有 明确 规定 ， 对 于 教学 要 求 也 或 
详 或 略 地 附 有 说 明 ， 我 们 不 能 把 教学 大 纲 都 抄录 下 来 。 为 了 
证 读者 知道 一 点 这 方面 的 情况 ， 从 各 类 学 校徽 积分 教学 大 网 
中 搞 录 一 部 分 内 容 对 比 一 下 。 

1， 各 类 学 校 微 积分 课程 的 目的 和 任务 。 

在 综合 大 学 数学 专业 和 计算 数学 专业 里 ， 微 积分 课程 是 
数学 系数 学 、 计 算数 学 专业 的 一 门 重要 基础 课 。 它 一 方面 为 
后 继 课程 如 微分 方程 、 复 变 函 数 、 微 分 几何 、 实 变通 数 、 泛 
函 分 析 、 构 率 论 、 普 通 物理 、 理 论 力 学 等 整 础 课 以 及 有 关 选 
和 修 识 程 提供 所 需要 的 基础 ， 同 时 还 为 培养 学 生 的 独立 工作 能 
力 提供 必要 的 调 练 。 学 生 学 好 这 门 课程 的 基本 内 容 和 方法 ，， 
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对 今后 的 学 习 、 研 究 和 应 用 都 具有 关键 性 的 作用 。 

在 高 等 师范 院 校 数学 专业 里 ， 微 积分 谨 程 是 一 门 重要 村 
础 课 。 它 的 任务 是 使 学 生 获得 极限 论 、 一 元 函数 微 积 分 学 、 
无穷 级 数 和 多 元 函数 微 积分 等 方面 的 系统 知识 。 本 课程 是 进 
一 步 学 习 复 变 函 数论 、 微 分 方程 、 微 分 几何 、 概 率 论 、 实 变 
范 数论 和 泛 函 分 析 等 后 继 课 程 的 阶梯 ， 也 为 深入 理解 中 学 数 
学 打下 必要 的 基础 。 

在 工科 院 校 里 ， 开 设 的 高 等 数学 和 工程 数学 的 目的 和 任 
务 ， 前 面 已 作 了 叙述 。 

2. 各 类 学 校 微 积分 中 极限 理论 教学 内 容 的 比较 


这 
kk 
Et 
冰 


高 师 院 梳 工 笠 院 校 


四 尝 数 理 沦 作为 雪村 的 不 讲 。 


为 公理 承认 。 


销 员 的 存在 定理 、 单 | 吵 界 存在 定理 ， 区 问 | 不 讲 。 
调 有 办 必 有 航 限 、 子 | 于 定理。 利 西 浴 刚 、 

PN 济 有 办 无 直率 列 必 有 下 
尔 客 诺 - 徊 尔 姑 特 拉 煞 的 子 列 、 沫 点 局 
所 二 :相国 风 、 组 、 有 限 改 盖 定 沽 。 


和 人 定义 、 无 穷 
做 - 损 测 从 


Eitan 展品 对于 尘 
三 


六 定义 、 收 仇 数 列 | < 和 定义 、 孝 列 和 
残 的 栓 质 一 -唯一 作 、| 的 条 征 《让 要 条 件 
三 则 运 请 、 | 一 有 界 ， 赤 分 条 从 
人 训 风 运 从、 单 | 一 一 单 届 有 锡 ， 《人 
调 有 男 效 州 必 有 损 | 证 》、 充 分 炎 中 条 从 
[ Ga ， |B! 
守 务 大 大竹 天 Lim 《1 + 加 
臣 大 的 关 宁 。 一 


并 


这 


ky 
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高 师 院 校 


加 限于 
图 的 ) 、 有 
-=eo 和 f(T) >o0 
数 的 博 形 。 吏 数 极 限 和 | 
数列 极限 的 关系 、 
的 | lim -siaz、 
a 


级 | Bim (I++ 
当 式 约 人 和 元 穷 大 的 


运 |:- 6 定义 ，2- 了 定义 
时 等 闻 便 县 限 、 玫 数 梳 卫 | 
的 性 质 


1 m 《1 +7z) 本 、 
圾 小 和 它 的 阶 的 过 | 
n 


pi 
绞 、 记 放 各 
大 


有 再 | 数 极 限 的 关系 、 四 则 | 
运算 


展 、 无 穷 


的 省 义 、 无 旁 小 和 天 


无 罗 小 的 比较 ， 等 从 
无 穷 小 。 
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空间 解析 几何 
体 妈 凌 
一 概 述 

十 七 世纪 初叶 ， 初 等 数学 基本 完成 ， 可 以 说 ， 常 量 数学 
的 发 展 就 告 结束 。 随 着 坐标 的 引入 ， 解 析 世 何 得 以 建立 ， 这 
是 变量 数学 时 期 的 开始 ， 它 把 娄 学 的 基本 对 象 一 一 空间 形式 
和 数量 关系 密切 地 联系 起 来 ， 对 整个 数学 的 发 展 起 了 巨大 的 
作用 。 

解析 几何 是 大 专 院 校 数学 系 最 基本 的 课程 ， 是 从 初等 数 
学 进入 高 等 数学 的 转折 点， 起 着 承前启后 的 作用 ， 是 学 习 高 
等 数学 的 重要 基础 。 

学 习 本 课程 的 目的 和 要 求 ， 除 系统 掌握 解析 几何 的 基本 
内 容 外 ， 更 重要 的 是 培养 同学 运 胃 代 数 方法 解决 几何 疝 题 的 
能 力 ， 在 实际 生活 中 运用 解析 几何 方法 处 理 问题 的 能 力 。 解 
析 几 和 何 积 分析、 代数 有 密切 的 联系 ， 它 能 为 分 析 中 抽象 性 质 
作 直 观 解释 ， 并 为 代数 中 的 抽象 对 象 提 供 具 钵 模 型 ， 使 几 
何 、 分 析 和 代数 形成 不 可 分 割 的 有 机 整体 。 解 析 几 条 在 工程 
技术 ,物理 ,化 学 ,生物 ,经 济 等 其 他 领域 里 都 有 广泛 的 应 用 。 

本 课程 以 实数 代数 和 向 五 代数 为 工具 来 研究 欧 儿 时 得 三 
维 空间 几何 ,为 了 配合 欧 几 里 得 空间 度量 性 质 的 特点 ,这 里 仅 
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学 习 笛 卡 儿 直角 坐标 系 ,同时 要 会 运用 向 量 和 坐标 本 种 方法 。 

由 于 中 学 已 学 过 解析 多 何 中 的 平面 部 分 ， 这 里 只 学 习 空 
间 部 分 ， 也 就 是 殉 见 里 得 空间 解析 几何 。 此 外 鉴于 日 交 中 学 
所 学 平面 解析 儿 何 似 不 能 满足 数学 专业 后 继 课 学 习 的 需要 ， 
因此 列 入 “平面 解析 几何 补充 ”作为 附录 。 至 于 仿 射 解析 几 
何 和 射影 解 术 几何 ， 放 在 高 等 儿 何 课 里 学 习 。 

本 课程 主要 包括 四 个 单元 ， 

《一 ) 向 量 代数 ， 

《二 ) 空间 的 一 次 问题 : 

(三 ) 特殊 曲面 和 空间 曲 然 ; 

《中 ) 空间 的 二 次 问题 。 

另外 ， 平 面 解析 几何 复习 和 补充 作为 附录 ， 它 包括 一 般 
二 次 曲线 问题 的 研究 、 参 数 方程 和 极 坐 标 。 

在 大 学 里 这 门 课程 都 安排 在 第 一 学 年 第 一 学 期 ， 讲 投 的 
学 时 数 大 约 70 左 右 。 由 于 自学 的 条 件 不 同 ， 读 者 可 以 适当 增 
加 学 时 数 。 

自学 的 读者 首先 要 选择 好 课本 ， 到 月 前 已 出 版 的 饰 析 几 
何 教 材 有 多 种 ， 项 在 介绍 下 列 儿 种 作为 染 本 和 参考 书 。 

《空间 解析 几何 学 》， 采 易 骂 、 陈 绍 邯 编 ，1982 年 ， 北 
京师 范 大 学 出 版 社 出 版 。 这 本 书 专 讲 欧 氏 解 折 几 何 ， 系 统 比 
较 完整 ， 内 容 比 较 精 炼 ， 其 中 习题 是 集中 编写 的 ， 最 后 附 有 
平面 解析 几何 复习 和 补充 ， 以 补足 中 学 学 习 的 不 足 。 这 本 书 
可 以 作为 自学 课本 。 

《空间 解析 几何 》， 吴 大 任 编 ,1981 年 ,人 民 教 育 出 版 社 
出 版 。 这 本 书 对 欧 几 里 得 , 仿 射 ,射影 三 种 解析 几何 都 给 玉 介 
绍 ,而 且 讲 解 方 法 和 和 代数 密切 配合 ,可 以 参考 其 中 欧 氏 部 分 。 
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才 


《大 学 自学 从 书 空间 解析 几何 》， 朱 砍 屿 编 ，1981 年 ， 


上 海 科技 出 版 社 出 版 。 


《解析 儿 何 》， 孙 译注 编 ，1958 年 ,高 等 教育 出 版 社 出 
版 。 这 本 书 平面 部 分 、 空 间 部 分 俱全 ， 仅 讲授 欧 几 里 得 解析 


几何 ， 特 点 是 几何 形象 观念 比较 强 。 


选 定 课本 后 ， 就 可 以 根据 前 述 内 容 和 教材 安排 ， 制 定 比 
较 详细 的 学 习 计划 ， 包 括 划分 单元 、 按 单元 教材 的 安排 和 自 


学 时 间 的 分 配 。 建 汉 自 学 者 参照 下 表 安 排 自 学 。 
空间 解析 几何 自 举 时 间 安 排 家 


单元 内 容 


一 般 二 式 烛 线 方程 的 猎 究 《空间 解析 狠 何 学 少 附录 


一 | 参数 方程 《 室 间 解析 几何 学 了》 附录 


极 坐 标 ” 改 空 问 解析 几何 学 》 附 录 


一 《 空间 解析 包 何 学 小 第 一 
二 | 向 至 代数 《 轿 各 李 估 全 二 六 基于 fr 》 第 一 章 和 第 二 章 2 
未 而 《 空 旧 财 析 几 何 学 第 一 章 a 
| 不 ， 面 《 大 学 自学 做 书 裤 间 解 村 儿 何 》 第 三 章 
| 上 全 《 窗 间 解析 几何 学 》 第 三 意 
空间 直线 《大 学 自学 达 书 记 身 屏 芍 几何 》 第 四 章 的 
四 | 特殊 曲面 和 空间 曲线 《 经 问 解析 儿 何 学 》 第 四 章 0 
| 《大 学 自 学 从中 空间 解析 多 何 》 第 下 和 条 大 齐 
_ 《空间 角 析 几何 学 》 第 五 章 
二 其 晤 画 。《 大 学 自学 从 书 空间 解 六 几何 》 第 七 章 30 
到 7 于 辣 明生 元 何尝 了 第 天 可 


何 》 第 从 意 


一 般 二 次 遇 西 方程 的 研究 《大 学 自学 从 书 空间 解析 儿 


一 一 一 -一 一 


要 学 好 这 门 课 ， 还 要 注意 下 列 几 点 ， 第 一 ， 在 自学 每 节 
后 要 写 小 结 ， 并 作 一 定数 目的 习题 〈 由 易 到 难 ) ;在 自学 每 
章 后 ， 要 写本 章 总 结 ， 并 作 一 定数 目的 综合 习题 ， 习 题 最 好 
选 作 《 空间 解析 几何 》 和 《 空间 解析 几何 学 》 这 两 本 车 相应 
章节 的 习题 ， 

第 二 ， 在 学 完全 书后 进行 总 复习 ， 最 后 作 自我 测验 题 。 

第 三 ， 如 时 间 不 够 ， 第 五 单元 中 第 二 部 分 可 路 去 。 


二 平面 解析 几何 复习 和 补充 


本 单元 的 内 容 ， 就 是 上 表 所 列 第 一 单元 的 三 部 分 。 

(一 ) 学 习 二 次 其 线 的 代数 理论 这 部 分 的 时 候 ， 要 认真 
领会 和 掌握 下 列 各 点 : 

1， 一 般 二 次 曲线 方程 的 第 一 种 化 简 法 ， 它 包括 先 求 
旋转 角 ， 利 用 坐标 系 的 旋转 化 去 交叉 项 ， 注 意 旋转 角 三 角 函 
数值 符号 的 取 法 ， 再 用 坐标 系 的 平移 化 成 标准 方程 。 用 这 个 
方法 不 但 能 定 旧 线 的 形状 ， 而 且 能 准确 地 决定 曲线 在 旧 系 下 
的 位 置 。 

2， 中 心 的 确定 ， 它 包括 : 中 心 的 求法 ， 利 用 中 心 把 一 
般 二 次 曲线 方程 予以 分 类 。 

3， 一 般 二 次 曲线 方程 的 第 二 种 化 简 法 ， 它 包括 ，7、 
了 ,和 了 是 移 轴 和 转轴 下 的 不 变量 叫 基本 不 变量 ， 帮 1 是 转轴 
下 的 不 变量 ， 且 当 适 合 某 些 特定 条 件 时 它 也 是 移 轴 下 的 不 变 
早 , 叫 条 件 不 变量 ，T，,、1。、Ts 和 天 ,组 成 不 变量 完全 系统 ， 
用 它 很 容易 判定 一 般 二 次 曲线 方程 所 表册 线 的 形状 ， 但 不 能 
确定 它 的 位 置 ， 用 不 变量 能 写 出 三 类 归 范 方程 ， 而 且 用 这 种 
方程 可 以 具体 地 算出 和 曲线 有 关 的 一 些 刀 何 量 。 注 意 二 次 同 
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线 的 时 范 方程 和 利用 中 心 所 分 的 三 类 是 相对 应 的 。 

学 习 这 一 单元 ， 要 求 读者 能 够 ， 利 用 坐标 变换 简化 一 般 
二 次 曲线 的 方程 ;不 变量 本 身 证 明 不 作 要 求 ， 但 是 要 会 用 完 
全 系统 来 判定 曲线 的 种 类 利用 归 范 方程 、 不 变量 确定 曲线 
一 些 几何 量 的 大 小 。 

《二 ) 学 习 参 数 方程 这 部 分 的 时 候 ， 要 求 读者 领会 和 党 
操 下 列 各 点 ; 

1， 选 定 人 参数， 建立 直 前 坐标 系 下 曲线 的 参数 方程 ， 参 
数 有 峙 有 只 何 意义 。 

2， 直线 和 二 次 曲线 参数 方程 的 建立 。 

3， 利用 参数 解决 一 些 复杂 的 轨迹 问题 。 

4， 则 线 参数 方程 所 表 曲 线 的 描绘。 

(三 ) 学 习 极 坐标 这 部 分 的 时 候 ， 应 该 掌握 下 列 各 点 ; 

1， 极 玲 标 系 建立 的 要 索 以 及 它 和 直角 坐标 系 的 异同 。 

2， 曲线 极 坐标 方程 的 钛 论 以 及 曲线 的 描绘 。 

3， 利用 极 法 标 建立 曲线 的 方程 。 


三 商量 代数 

读者 过 去 都 学 过 自然 数 系 、 有 理 数 系 、 实 数 系 利 复数 系 
等 ， 在 它们 的 运算 中 有 一 个 公共 性 质 ， 就 是 加 法 邦 适合 交换 
律 、 结 合 律 ， 乘 法 都 适合 交换 律 、 结 合 律 和 分 马 律 。 并 且 一 
般 遇 到 的 许 多 计算 问题 ， 不 论 在 理论 上 或 实际 上 ， 大 都 在 实 
数 范围 里 进行 。 在 平面 解析 几何 里 用 坐标 表示 平面 上 的 点 
不 论 直 角 坐 标 或 者 极 坐 标 ， 都 征用 一 对 有 序 实 数 来 表示 。 有 
了 坐标 系 之 后 ， 巾 线 就 可 以 建立 方程 ， 于 是 就 可 以 展开 图 形 
几何 性 质 的 研究 ， 这 就 是 平 画 解析 几何 的 中 心思 想 。 特 别 什 
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得 注意 的 是 ， 它 所 用 的 方法 是 坐标 法 ， 它 是 在 实数 范围 里 进 
行 的 。 - 

但 是 我 们 常 遇 到 的 一 些 量 ， 不 但 要 用 数 信 ， 而 且 还 要 用 
方向 一 起 来 刻画 ， 这 种 是 就 是 向 量 。 在 这 里 我 们 引进 车 量 代 
数 并 且 用 它 作为 工具 ， 展 开 对 图 形 性 质 的 研究 ， 这 就 是 加 量 
法 ， 而 且 用 向 量 法 和 用 坐标 法 分 别 所 得 前 结果 可 以 互相 转 
化 。 这 也 就 是 近代 常 提 到 药 向 量 几 何 的 部 分 内 容 。 

学 习 本 单元 要 注意 到 向 量 代数 和 实数 代数 的 异同 ， 以 及 
向 量 代数 运算 的 几何 作用 。 

本 单元 又 可 以 细 分 成 下 列 五 点 ， 

(一 ) 向 量 的 线性 运算 〈《 空间 解析 几何 学 》 第 一 章 ， 
第 1-3 节 ) 。 包括 三 点 内 容 。 

1.。 向量 的 加 法  “ 

2. 向 量 的 减法 

3. 数量 和 向 时 的 先 法 。 

应 当 注 意 的 是 ， 各 种 运算 律 是 否 成 立 ? 运算 结果 怎 祥 用 
几何 图 形 米 表示 ? 

《二 ) 空间 直角 坐标 系 的 建立 以 及 向 量 的 坐标 表示 尽 空 
间 解 析 匈 何 学 》 第 一 章 第 4-6 节 ) ， 包括 四 点 内 容 。 

1， 坐标 系 建立 的 要 素 # 

2.。 向 量 的 分 解 和 代数 表示 

3、 直角 坐标 系 下 两 个 基本 公式 一 一 距离 公式 和 分 点 公 
式 ; 

4， 上 向量 的 方向 余 粥 和 方向 数 。 

应 当 注 意 的 是 ， 向 量 公 式 和 坐标 公式 的 互 化 以 及 用 疝 景 
表示 的 一 些 公式 不 论 在 平面 或 在 空间 都 一 样 ， 而 用 坐标 表示 
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却 不 尽 相 同 。 

(三 ) 两 个 向 最 的 第 一 种 乘法 一 一 数量 积 (《 空间 解 激 
几何 学 》 第 一 章 第 7 节 ) ， 包 括 三 点 内 容 。 

1。 数量 积 的 定义 ; 

2. 运算 律 ， 

3， 向 量 和 坐标 两 种 表示 。 

应 当 注 意 的 是 ， 数 量 积 和 两 向 量 长 度 闻 的 关系 ， 数 最 积 
和 两 向 量 和 角度 以 及 垂直 问 的 关系 。 

《四 ) 两 个 向 量 的 第 二 种 习 法 一 向 量 积 《《 空间 解析 
几何 学 》 第 一 章 第 8 节 ) ， 包括 三 点 内 容 。 

1. 向 是 积 的 定义 ; 

2. 运算 律 ， 

3. 向 量 和 坐标 两 种 表示 法 。 

应 当 注 意 的 是 ， 向 量 积 和 两 塞 野 长 窒 间 的 关系 ， 向 量 积 
和 平行 四 边 形 、 三 角形 面积 的 关系 ， 铅 量 积 和 两 向量 共 线 
(平行 ) 的 关系 。 

《五 ) 三 个 向 量 的 乘法 一 一 混合 积 〈《 空间 解析 几何 
学 》 第 一 部 第 9 节 ) : 包括 三 点 内 容 。 

1. 混合 积 的 定义 ; 

2. 运算 律 

3， 向 量 和 举 标 两 种 表示 法 。 

应 当 注 意 的 是 ， 混合 积 和 平行 六 面体 ， 四 面体 体积 的 关 
系 ， 混 合 积 和 三 向 量 共 面 的 关系 。 


空间 的 一 次 问题 
这 是 平面 解析 几何 中 一 次 问题 一 一 直线 在 空间 的 推广 ， 
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学 习 本 单元 要 注意 四 个 方面 ; 

第 一 ， 比 较 平 面 一 次 问题 和 空间 一 次 问题 的 异同 ， 

第 二 ， 要 掌握 一 次 形象 方程 的 两 种 形式 一 一 坐标 式 和 向 
量 式 以 及 它们 之 间 的 互 化 ; 

第 三 ， 要 注意 坐标 方程 中 哪些 是 常数 ， 哪 些 是 变数 :向 
量 方程 中 哪些 是 常 向 量 ， 哪 些 是 变 向 量 ， 

第 四 ， 要 掌握 用 一 次 形象 的 方程 来 解决 有 关 一 次 形象 的 
几何 问题 。 

空间 一 次 问题 和 平面 一 次 问题 不 同 ， 它 所 表示 的 图 形 有 
两 种 ， 一 个 是 平面 ， 另 一 个 是 空间 直线 ， 现 在 分 论 如 后 : 

(一) 平面 : 这 部 分 内 容 可 细 分 成 四 点 。 

1。 平面 方程 的 各 种 形式 : 首先 利用 平面 的 一 个 几何 特 
征 一 一 过 定点 以 及 跟 定 平面 垂直 的 向 量 〈 叫 法 向 量 ) 建立 点 
法 式 。 由 此 可 以 推出 一 般 式 、 三 点 式 、 截 中 式 方程 、 

2. 两 平面 闻 的 关系 : 首先 推 求 两 平面 位 置 关 系 的 汰 
定 ， 其 次 再 推 求 两 平面 的 一 个 度量 性 质 一 ~ 交角 的 计算 公 
式 ; 

3. 平面 方程 的 法 线 式 ， 利 用 平面 的 法 线 向 量 〔 和 法 向 
量 不 同 ) 和 原点 到 平面 揭 距 离 两 个 要 素 建立 平面 的 方程 。 

4. 点 和 平面 的 相关 位 置 : 首先 推 求 点 和 平面 位 置 的 判 
定 的 充 取 条件， 其 次 再 推 求 点 到 平面 的 有 向 距离 〈 离 益 ) 和 
距离 的 计算 公式 。 

(二 ) 空间 直线 ， 这 部 分 内 容 可 细 分 成 四 点 。 

1. 直线 方程 的 各 种 形式 的 方程 ， 首 先 利用 直线 的 一 个 
几何 特征 一 一 定点 和 定向 向 基 ( 叫 方向 向 量 ) 来 建立 参数 式 方 
程 (也 咀 点 向 式 方程 》， 然 后 推出 对 称 式 、 两 点 式 方程 ， 又 
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从 另 一 角度 推出 直线 的 一 般 式 方程 。 

2， 直线 和 平面 间 的 关系 首先 推 求 直 弘 和 平面 位 这 关 
系 的 判定 ， 其 次 推 求 直线 和 平面 的 一 个 度量 性 质 一 一 夹 角 的 
计算 公式 。 
3， 两 喜 线 间 的 关系 : 首先 推 求 两 直线 问 位 置 关系 的 
判定 ， 其 次 淮 求 两 直线 间 的 一 个 度量 性 质 一 景 短 卡 离 的 
计算 公式 (参考 吴 大 任 编 《 空间 解析 几何 》 第 四 章 第 三 
节 》。 

4. 平面 束 : 仿照 平面 解析 几何 中 直线 案 的 问题 进行 讨 
论 。 


五 ”特殊 曲面 和 空间 曲线 


这 是 平面 解析 几何 中 特殊 高 次 平面 曲线 部 分 在 空间 相应 
的 内 容 。 

在 平面 解析 几何 里 ， 曲 线 方 程 的 建立 有 两 种 方法 :一 种 
是 直译 几何 条 件 法 ， 另 一 种 就 是 参数 表示 法 。 但 是 曲线 总 是 
看 作 由 点 的 运动 产生 的 。 而 空间 曲面 方程 的 建立 也 有 两 种 方 
法 ， 一 种 是 直译 几何 条 件 法 ， 曲 面 作为 由 点 产生 。 另 一 种 是 
曲线 产生 法 。 本 单元 就 是 利用 这 两 种 方法 建立 若干 类 特殊 网 
看 的 方程 。 

至 于 空间 曲线 可 以 看 作 是 两 个 曲面 的 交 线 ， 于 是 它 的 方 
程 可 由 两 曲 而 方程 联 立 表示 ， 要 注意 答案 不 是 唯一 的 。 另 外 
曲线 方程 也 可 由 几何 性 质 直 接 建 立 。 

学 习 本 单元 应 该 注意 ， 利 用 特殊 则 茄 的 几何 特征 建立 方 
程 的 时 候 ， 要 看 运用 哪 种 方法 方便 ， 有 时 两 种 方法 都 属 可 
能 ， 例 如 球面 方程 的 建立 。 阿 时 还 要 掌握 从 特殊 时 面 方程 的 
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代数 特征 能 够 认 出 它 表示 哪 类 特殊 曲面 。 

这 部 分 肉 容 又 可 细 分 成 五 虞 。 

《一 ) 曲面 、 空 间 曲 线 和 方程 疗 的 关系 ， 类 似 于 平面 解 
析 几 何 中 曲线 和 方程 的 关系 ， 在 选 妥 坐标 系 后 ， 利 用 曲面 的 
刀 伺 特征 建立 三 苑 方程 王 (>,zy,2)= 0， 叫 数 曲 面 的 方程 。 
反 过 来 ， 三 元 方程 在 几何 上 表示 一 个 曲面 ， 它 叫 这 个 方程 的 
曲面 。 

对 空间 曲线 可 以 建立 方程 组 


{人 
Gx,Y,2) = 0。 


这 可 作 和 曲面 类 似 的 讨论 。 

(二) 球面 和 空间 融 ， 平 而 解析 几何 中 的 在 空间 的 推 
广 就 是 球面 ， 由 它 的 几何 特征 用 直译 条 件 法 就 得 到 它 的 方 
程 ， 开 注意 方程 的 特征 。 然 后 推 求 一 般 三 元 二 次 方程 素 球 面 
的 充 要 条 件 。 

(三 ) 一 类 直 纹 曲面 ~ 一 柱 面 ， 把 立体 几何 里 的 直 网 柱 
面 推广 就 得 到 这 里 的 一 般 柱 面 。 首 先 要 注意 它们 的 几何 特 
征 ， 然 后 利用 曲线 产生 曲面 的 方法 来 建立 它 的 方程 。 

1。 以 f(x,y)== 0，z 二 0 作为 准 曲 线 、z 轴 方 向 作为 
母线 方向 的 壮 面 方程 是 大 rz, 一 0。 

2。 凡 三 元 方程 缺 一 个 变量 ， 必 表示 以 这 一 变量 所 对 应 
的 坐标 轴 的 方向 作为 母线 方向 的 柱 面 。 

3.。 注意 桂 硬 方程 不 见得 缺 一 个 变量 。 

4， 注意 三 种 二 次 柱 面 的 标准 方程 和 三 种 二 次 曲线 的 标 
叭 方程 完全 一 样 。 
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5. 空间 曲线 的 射影 柱 面 的 概念 、 求 法 以 及 它 的 作用 。 

《四 》 一 类 直 纹 曲面 -一 锥 面 ， 把 立体 儿 何 中 直 圆锥 画 
推广 就 得 一 般 锥 面 。 建 立 饮 面 方程 的 方法 和 建立 社 面 方程 的 
方法 非常 类 似 。 

I。 以 原点 [或 以 Co ,5 ，c )] 点 作为 顶点 的 锥 面 方程 必 
是 关于 z，y，2z (或 + 一 a4，y~b，z--c) 的 齐 次 方程 。 

2. 关于 x ,yy ,x (或 x 一 49，y 一 b，z 一 Cc) 的 齐 次 方 
程 必 表 以 原点 [或 以 《a ，65 ，c ) ] 点 为 磺 点 的 锥 面 方程 。 

《五 ) 旋转 则 面 ， 立体 儿 何 中 的 直 圆柱 面 、 直 圆锥 面 和 
球面 都 是 最 简单 的 旋转 曲面 ， 现 在 推广 到 一 般 情况 。 首 先 要 
注意 这 类 曲面 的 几何 特征 ， 然 后 利用 曲线 产生 曲面 的 方法 来 
建立 它们 的 方程 。 

1. 以 f(y,z)= 二 0， 二 0 作为 母 曲线 、y 轴 作 为 旋转 
轴 所 产生 的 旋转 曲面 方程 是 

fy,+V rta)= 0o 

关于 正 负 号 的 选取 ， 现 在 举例 说 明 ， 

半圆 z = 一 VI 一 FY、 矿 = 0 以 x 轴 作为 旋转 轴 产 生 两 
个 曲面 块 ， 

Vora=—V I- 和 Vy + 1- 
前 者 无 意义 ， 后 者 是 球面 

Tt y+ a= 1 

因此 ，V 好 + 于 之 前 应 到 负 号 ， 从 而 可 以 看 出 正 负 号 的 作 
用 。 

2， 儿 形 如 f(y， 土 Vz?+27) 一 0 的 曲面 必定 下 以 
f(y，z)=0、z = 0 作为 母 曲 线 ,y 轴 作为 旋转 轴 的 旋转 
曲 面 或 以 f(y，z) 二 0、z = 0 作为 母 曲 线 、y 轴 作 为 施 
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转轴 的 旋转 曲面 。 依 同 理 可 分 别 得 9 (z， 士 Y xz 十 办) 一 0 和 


有 (7， 士 Y 姑 十 25) =0 丙 种 情况 。 

3， 五 类 二 次 旋转 曲面 的 标准 方程 。 

4. 曲面 和 空间 曲线 参数 方程 ， 参 数 的 个 数 和 变化 范 
围 ， 坐标 形式 和 疝 量 形式 的 互 化 。 


穴 ”空间 二 次 问题 
这 是 和 平面 解析 几何 中 二 次 问题 的 相应 内 容 ， 学 习 本 单 
元 要 注意 下 列 三 个 方面 
一 ， 比 较 平面 二 次 问题 和 空间 二 次 问题 的 异同 
第 二 ， 已 知 三 元 二 次 方程 要 能 判断 局 于 十 七 种 二 次 黄 面 
的 哪 一 种 ， 并 能 作出 曲面 的 草图 
三 ， 要 能 够 从 二 次 曲面 标准 方程 来 研究 它们 的 几何 性 


go 


质 。 

本 单元 共 分 两 大 部 分 ， 一 部 分 是 标准 方程 ， 另 一 部 分 是 
一 般 方程 。 现 在 分 论 如 后 

(一 ) 二 次 曲面 的 标准 方程 ， 学 习 这 一 部 分 内 容 可 细 分 
成 五 点 。 

1。 曲面 方程 的 讨论 ， 这 和 平面 解析 几何 中 对 曲线 方程 
的 讨论 一 样 ， 可 以 帮助 我 们 对 曲面 形状 有 所 认识 。 

2， 利用 曲线 产生 曲面 的 方法 建立 杠 圆 面 和 两 种 双 曲 
面 、 两 种 抛物 面 的 标准 方程 ， 记 牢 它们 方程 的 特点 ， 会 作 它 
位 的 草图 。 

3， 研究 两 类 二 次 曲面 一 一 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 的 
直 纹 性 质 。 
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4。 空间 坐标 蛮 换 。 空 间 坐标 变换 也 有 两 种 。 坐 标 系 的 
F 移 和 平面 部 分 基本 相同 ， 而 坐标 系 的 旋转 却 不 完全 相同 
注意 旋转 公式 中 只 有 六 个 独立 系数 ， 而 且 应 该 知道 它们 所 应 
适合 的 关系 。 “ 

5.。 应 定 记 十 七 种 二 次 曲面 的 标准 方程 。 

《二 ) 二 次 曲面 的 一 般 方程 ， 这 是 和 平面 解析 包 何 中 一 
最 二 次 向 线 方 程 相 类 贷 的 内 容 ， 共 分 三 点 

1， 一 般 二 次 血 面 方程 的 医 干 几何 性 质 ， 利 用 求 直线 和 
二 次 曲面 的 交点 记得 的 二 次 方程 ， 得 出 课 线 、 切 线 、 离 线 、 
渐 近 线 以 及 母线 的 判定 法 ， 径 平面 、 中 心 和 顶点 的 求法 ， 用 
中 心 给 出 一 般 二 次 曲面 方程 的 一 种 分 类 法 

2， 一 般 二 次 曲面 方程 的 第 一 种 化 简 法 ， 首先 确定 三 个 
主 方向 的 方向 余 引 而 建立 新 促 标 系 ， 经 过 至 标 办 的 旋转 可 周 
时 消去 三 个 交叉 项 ， 再 经 过 坐标 系 的 平移 就 可 化 成 标准 方 
程 。 这 个 方法 不 但 能 知道 图 形 的 形状 ， 而 且 还 知道 图 形 关于 
昌 系 的 位 置 。 

应 注意 特征 根 的 重复 度 以 及 主 方向 、 方 向 余 臣 的 选取 方 
法 。 

3， 一 般 二 次 曲面 方程 的 第 二 种 化 简 法 ，T,、Js、7; 和 
了 是 移 轴 和 转轴 下 的 不 变量 ， 叫 基本 不 变量 。 开 ,、 天 。 是 转 
轴 下 的 不 变量 ， 岂 条 件 不 变量 。7、Ts*、7Ts、7: 和 大，、 天 ， 
组 成 不 变量 完全 系统 ， 用 来 可 以 判定 图 形 的 形状 ， 但 不 能 判 
定 它 的 位 置 。 用 不 变量 写 出 五 类 归 范 方程 和 用 中 心 分 类 表 里 
的 五 种 相对 应 。 

在 这 里 ， 对 于 不 变量 本 身 的 证 明 ,不 作 要 求 ,但 会 用 来 关 
定 十 七 种 中 的 哪 一 种 以 及 用 妇 范 方程 去 推 求 一 般 二 次 方程 所 
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天 曲面 的 一 些 儿 何 量 的 大 小 。 


七 自我 测试 题 


1， 下 列 方 程 在 平面 上 和 在 空间 里 各 代表 什么 图 形 ? 
(1) rty=a(la ce) (2) p=0; 


工 一 四 
(3) {TACt < 


(4) {5 TY Co>o)， 


Ty 2 =. 
(5) PP 一 p (Cn 闻 位 常 向 量 ，P >0) 3 
(6) PB- Pt3t 
(了 定向 量 , S 常 向 量 ， 一 co< < + oo)8 
(7) asr2s+Bbzb=22 (a bE0) 
2. (1) 已 知 两 直线 
P=P, 4 SH Pb, + Sts), 
它们 是 不 是 共 面 ? 如 果 共 面 ， 求 所 在 平面 的 方程。 
(2 》 又 知 两 直线 
PP, St, PPrs, 
它们 是 不 是 共 面 ? 如 果 共 面 ， 求 所 在 平面 的 方程。 
《3) 如 果 上 讶 两 个 平面 都 存在 且 混合 积 
,S$, SF0, 


求 它们 交 线 的 参数 方程 。 
3.， 已 知 图 (c):; zf 一 ez=0，2z=0(a>0)， 


C1) 求 以 Cc) 作为 准 曲 线 、2 轴 作 为 母线 方向 的 柱 面 
方程 ， 
C2) 求 以 Cc ) 作 为 准 曲线 、 以 (4,8,?) 点 作为 顶点 的 
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锥 面 方程 


《3) 求 以 (< ) 必 为 母 曲 线 、z 轴 作 为 旋转 轴 欧 旋转 由 
面 方程 ， 


4.( 1) 求 直线 2 


和 桶 贺 所 + 必 + 所 所 = 1 相 切 的 充 要 条 件 ; 


(2) 再 从 权 圆 面 外 一 动 点 作 三 条 两 两 垂直 的 切线 ， 求 
这 动 点 的 轨迹 ， 并 说 明 它 的 形状 。 
5. 已 知 二 次 曲面 
Yt 271 TY= a (a>0), 
(1》 问 它 表示 泌 种 二 次 曲面 ? 
(2 ) 求 它 的 主轴 长 。 


数学 分 析 


一 概 述 

数学 分 析 这 门 学 科 产 生 于 十 七 世纪 。 当 时 由 于 航海 事业 
的 发 展 需 要 研究 天 文学 和 力学 中 的 问题 ， 而 沽 的 数学 方法 已 
无 能 为 力 ， 于 是 需要 寻求 新 的 数学 方法 。 由 于 生产 实 趴 的 需 
要 ， 必 须 研究 由 然 界 各 种 变量 之 问 的 相互 依 款 关 系 ， 这 样 就 
在 数学 中 产生 了 函数 的 袜 念 ， 并 且 产 生 了 去 门 研究 函数 的 数 
学 分 支 叫 做 数学 分 析 ， 或 者 溃散 无 穷 小 分 析 ， 这 是 因为 用 来 
研究 它 的 重要 工具 是 无 穷 小 法 ， 按 现代 形式 说 也 就 是 极限 方 
法 。 有 时 候 也 把 数学 分 析 上 做 微 积分 学 ， 这 是 因为 微分 学 和 
积分 学 是 数学 分 析 中 最 主要 的 内 容 。 扼 要 地 说 ， 数 学 分 析 是 
用 极限 方法 研究 函数 的 学 科 。 

数学 分 析 是 学 习 近 代 物理 学 、 工 程 技术 和 一 些 数学 专业 
谋 程 如 常 微分 方程 、 实 变 函 数 、 复 变 曾 数 、 信 微 分 方程 等 课 
程 的 重要 基础 。 掌 握 这 门 课程 的 基本 理论 和 基本 方法 ， 对 于 
以 后 的 学 习 、 研 究 和 应 用 都 有 决定 性 作用 。 

数学 分 析 的 内 容 大 致 可 以 分 成 四 部 分 ; 

《一 ) 极限 论 ， 其 中 包括 函数 、 极 展 、 无 穷 小 、 无穷 
大 、 连 续 等 基本 概念 。 
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(二 ) 一 元 函数 的 微 积分 ， 其 中 包括 导数 、 微 分 、 中 值 
定理 、 和 泰勒 四 公式 、 不 定 积分 、 定 积分 。 

《三 ) 多 元 函数 的 微 积 分 : 其 中 包括 多 元 函数 的 极限 、 
偏 导 数 、 方 向 导数 、 全 微分 、 隐 函数 存在 定理 、 多 重 积 分 、 
曲线 积分 、 曲 面积 分 、 含 参量 的 积分 、 场 论 。 

《四 ) 级 数论 ， 它 的 内 容 有 数 项 级 数 、 函 数 项 级 数 、 
考级 数 、 三 角 级 数 、 广 义 积分 、 含 参数 的 广义 积分 、 哆 勒 孙 
数 。 

自学 首先 要 选择 课本 ， 现 在 流行 的 数学 分 析 教 本 很 多 ， 
最 常见 的 有 ; 

《 数学 分 析 》 复旦 大 学 数学 系 编 ,1979 年 ,人 民 教 育 出 
版 社 虽 版 。 

《数学 分 析 》 华东 师范 大 学 数学 系 编 ,1980 年 ,人 民 教 
育 出 版 社 出 版 。 

《数学 分 析 》， 武 汉 大 学 数学 系 编 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 
版 。 

《数学 分 析 》， 吉 村 大学 数学 系 编 ，1978 年 ， 人 民 教 育 
出 版 社 出 版 。 

《 微 积 分 和 数学 分 析 引 论 》，R* 柯 朗 、F' 约 坦 著 ， 
1979 年 ， 科 学 出 版 社 出 版 。 

《大 学 基础 数学 自学 丛书 》 有 关 微 积分 部 分 〈 三 册 》 ， 
1980 年 ， 上 海 科技 出 版 社 出 版 。 

《数学 分 析 》，G ' 克 菜 饱 尔 闭 ，1981 年 ， 上 海 科学 技 
本 出 版 社 出 版 。 


久未 物 〈t685 一 1731) 欧 国 数学 家 ， 一 译 台 劳 ， 素 勒 公式 许多 课本 译 
作 ，“ 台 芳 公式 ”。 
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《数学 分 析 原 理 》， 格 ， 马 ， 斐 赫 金 哥 尔 获 著 ，1959 
年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 

《 微 积 分 学 教程 》, 和 本， 马 ， 草 趟 金 哥 尔 欧 著 ，1954 年 ， 
人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 

以 上 所 列 华东 师范 大 学 、 武 汉 炎 学、 吉林 大 学 和 复 县 大 
学 编 的 《 数学 分 析 》， 都 是 上 下 两 册 ， 深 浅 程度 相差 不 多 ， 
如 果 就 局 部 而 论 ， 编 写 得 又 往往 各 有 所 长 ， 不 妨 多 方面 参 
考 。《 数学 分 析 原 理 》 和 G， 克 莱 饱 尔 著 的 《数学 分 析 》 两 
书 讲 的 理论 较 高 一 些 ， 可 作 进 一 步 学习 的 参考 。《 大 学 基础 
数学 自学 类书》 的 理论 要 求 比 上 述 各 书 略 低 ， 由 于 它 是 专 供 
自学 的 读物 , 记 以 对 于 概念 的 讲解 既 能 由 浅 入 深 、 通俗 易 懂 ， 
又 有 一 定 的 严密 性 ， 书 里 还 选编 了 比较 多 的 例题 和 习题 ， 也 
是 很 有 价值 的 参考 书 。 

建议 读 首 用 复旦 大 学 编 的 《 数学 分 析 》 作 为 主要 自学 材 
料 ， 这 书 的 内 容 选 得 比较 恰当 ， 讲 的 深 竣 和 广度 比较 适中 ， 
福 念 的 解说 、 理 论 的 分 析 是 清晰 的 ， 刁 题 的 选择 ， 无 论 在 数 
量 和 质量 上 ， 都 达到 一 定 前 广度 和 深度 。 读 老 可 以 根据 自己 
情况 安排 学 习 。 

大 学 的 数学 分 折 痢 开设 在 一 二 年 级 的 四 个 学 期 ， 每 周 讲 
授 4 学 时 ， 另 有 习题 课 2 学 时 。 大 约 讲 授 共 需 260 学 时 ， 习 
题 淋 共 约 100 学 时 。 自 学 由 于 条 件 不 风 。 读 者 可 以 适当 地 增 
加 时 间 。 现 在 依照 复旦 大 学 所 编 《 数学 分 析 》， 给 读者 拟订 
一 个 自学 计划 ， 以 供 参 考 。 

下 页 表 里 所 列 学 习 次 序 和 涉 书 的 章 次 有 些 不 同 ， 为 的 是 
把 多 元 函数 和 一 元 西数 分 开 ， 而 把 实数 的 基本 定理 和 潭 区 间 
上 过 续 函 数 性 质 放 在 定 积分 之 前 。 这 样 安排 无 非 是 分 散 难 
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态 ， 使 读者 容易 掌握 。 
数学 分 析 自学 时 间 安 排 表 


TT 了 
顺序 | 章 次 为 容 学 时 
1 一 | 释 昌 积 画 救 24 
2 二 上 各 限 和 连续 72 
3 五 | 导数 和 微分 34 
和 4 太 | 微分 党 的 基本 定理 和 它 的 应 用 3 
5 36 
8 4 
7? 入 | 定 积 分 42 
8 丸 | 定 积分 应 用 和 近似 计算 24 
9 四 | 多 元 夯 数 的 人 限 和 过 续 24 
10 -| 二 | 仿 导 数 和 全 微分 名 
11 | 十 一 | 极 值 和 条 件 慑 短 24 
12 | 十 二 | 降 责 数 存在 定理 、 夯 数 相 关 24 
13 三 | 舍 参 变量 的 积分 18 
14 | 十 四 | 多 重 积分 24 
15 | 十 五 | 积分 的 计算 和 应 用 84 
16 | TF 六 | 各 种 积分 丫 联 系 和 场 论 初 步 42 
17 | 十 七 1 数 项 极 数 2 
18 | 十 八 | 广义 积分 24 
19 | 十 妃 | 画 数 藉 级 数 、 震 级 数 48 
20 含 参 变量 的 广义 积分 30 
21 傅立叶 他 级 数 和 傅 立 下 变换 36 


国信 立 评 《01785 一 1830) 法 必 数 学 家 和 物理 学 家 ， 一 译 富里 埃 ， 许 多 课本 
译作 “富里 埃 级 炊 ”。 
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二 函数 和 极限 

这 里 包括 第 一 、 第 二 和 第 三 章 的 内 容 。 

(一 ) 第 一 章 关于 变量 和 冰 数 ， 其 中 函数 概念 是 重要 概 
念 之 一 ， 在 这 里 要 注意 ， 亡 谓 函数 了 是 指 确 定 的 对 应 规律 ， 
f(x) 是 对 应 于 自 变 量 x 的 函数 值 ， 符 号 y 二 f(z) 既 表示 y 是 + 
的 函数 ， 又 表示 2 是 对 应 于 z 的 数 ， 也 就 是 函数 在 z 点 的 
值 。 所 谓 给 定 一 个 函数 ， 就 是 给 定 规律 了 了、 上 的 定义 域 以 及 
的 值 域 ， 三 者 部 是 函数 的 组 成 部 分 。 对 应 规律 了 并 不 一 定 
只 用 一 个 解析 式 给 出 ， 其 他 如 反 函 数 ， 复 合 函数 、 连 续 函 数 
等 概念 也 必须 理解 浓 楚 。 初 等 函数 和 它 的 图 象 是 基本 知识 ， 
运用 绝对 值 不 等 式 是 必须 熟练 的 技能 。 

第 一 章 习 题 可 以 选 作 ， 第 11 页 的 1 ， 第 12 页 的 2 、3 、 
5、6、8 、9， 第 13 页 的 11、12， 第 14 页 的 14、15、16、 
18， 第 15 页 的 19、20、21、22、23、24， 第 21 页 的 1 (1) 
《3) 〈5》、3、4、6、7， 以 及 第 28 页 的 2 、3、 
4、7、10。 

《二 ) 第 二 章 关 于 函数 和 连续 : 主要 掌握 数列 极限 的 定 
义 , 性 质 和 运算 8- 入 定义 是 本 章 最 重要 的 概念 , 接 定义 给 定 
了 e>>0, 利 用 不 等 式 寻 找 六 > 0 的 技巧 也 要 有 一 定 训练。 村 
能 用 e- 六 定义 证 明 数 列 极 限 的 性 质 。 这 个 定义 有 判别 数列 收 
化 的 作用 ， 实 际 上 也 有 计算 的 功能 ， 懂 得 了 这 个 概念 以 后 ， 
就 容易 接受 丽 数 吸 限 的 概念 和 数学 分 析 中 很 多 概念 。 

无 穷 小 是 收 伍 于 零 的 数列 ， 而 无 穷 大 是 一 种 特殊 的 发 获 
数列 ， 所 以 要 这 样 特别 提出 来 是 因为 它们 在 分 析 中 有 特殊 地 
位 。 此 外 要 求 读者 漠 清 楚 无 穷 小 ,有 界 量 , 无 界 量 和 无 穷 天 之 
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网 的 关 条 。 

关于 数列 极限 的 运算 ， 不 要 认为 这 些 结论 是 显然 的 ， 注 
意 这 些 结论 必须 在 一 定 前 提 下 才能 使 用 。 要 熟 记 极限 

(+ 人 = 

判断 数列 极限 存在 问题 也 是 非常 重要 的 ， 如 单调 有 界 数 
列 极 限 存 在 这 个 定理 在 这 里 有 不 证 明 。 

函数 极限 的 理论 几乎 和 数列 极限 的 理论 完全 平行 ， 但 比 
较 复杂 。 首 先 对 于 函数 在 一 点 zx= ze 的 极限 ， 提 出 * 一 5 定 
义 。 这 个 定义 可 以 说 是 全 书 理论 的 禄 心 。 虽 然 可 以 异 。 一 入 
定义 推 想 ， 但 是 毕 竞 要 难 些 。 其 他 象 函 数 的 单 侧 极 限 、 在 无 
限 远 处 的 极限 以 及 函数 值 趋 于 无 穷 大 的 情形 ， 都 可 以 照 数列 
极 跟 来 推 息 。 求 函数 的 极限 需要 较 高 的 技巧 ， 所 讲 两 个 重要 
函数 的 极限 前 证 法 就 可 见 一 更 。 关 于 这 类 问题 可 参考 菲 替 金 
可 尔 蕊 著 的 《 微 积分 学 教程 了》。 

极限 理论 给 函数 的 连续 概念 打下 了 基础 ， 而 连续 函数 是 
数学 分 析 的 主要 研究 对 象 。 因 此 在 第 3 节 中 把 初等 函数 的 连 
续 性 逐个 地 讨论 了 一 遍 。 连 续 函 数 的 性 质 是 本 课程 中 非常 重 
要 的 部 分 。 它 的 理论 根据 必须 追溯 到 实数 的 连续 性 ， 这 要 涉 
及 专门 的 实数 理论 。 本 书 为 了 简便 ， 取 确 界 原理 《有 上 界 的 
数 集 必 有 上 确 界 ， 有 下 界 的 数 集 必 有 下 确 界 ) 作为 根据 ， 推 
得 几 个 工具 性 的 定理 :如 单调 有 办 数列 必 有 极 眼 、 区 间 套 定 
再、 致密 竹 定理 和 有 限 覆盖 定理 ， 其 中 后 三 个 定理 是 互相 等 
价 的 。 我 们 可 以 用 其 中 的 某 一 个 证 明 完 备 性 定理 以 及 在 闭 区 
问 连续 函数 性 质 的 每 个 定 再。 读者 可 以 分 别 用 上 面 三 个 定理 
证 明 有 界 性 定理 ， 从 中 体会 这 三 个 定理 的 作用 和 区别。 总 
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之 ,第 三 章 是 本 书 的 理论 基础 ,是 分 析 方法 的 基本 知识 ， 读 兰 
必须 给 予 充 分 的 重视 。 在 极限 和 连续 概念 之 后 ， 重 要 的 概念 
之 一 是 一 致 连续 ， 它 把 函数 的 过 续 性 从 一 点 的 邻 域 推广 到 一 
个 区 间 , 这 样 对 进一步 讨论 函数 的 性 质 当然 要 方便 得 多 ,读者 
在 以 后 的 学 习 中 会 体会 到 这 个 概念 的 重要 性 。 

第 二 章 习 题 可 以 选 作 ， 第 53 页 的 1 到 4 、7 到 16、19 到 
21、24s 第 76 页 的 1(1》 C3) (4》 (5),、2、3、4 
(1)》 (C3) (5) (C7) 《〈9) (10) (1) (2)、5 到 
10、13 到 18， 第 93 页 的 1 到 15、17; 第 97 页 的 1、2、33 
第 113 页 的 1 到 17， 第 123 页 的 1 到 8。 

三 导数 和 微分 
《一 》 第 五 章 关于 导数 和 微分 ， 导 数 和 微分 两 个 概念 中 
导数 是 主要 的 。 导 数 是 函数 改变 量 和 自 变量 改变 量 比 值 的 极 
限 。 根 据 导数 定义 推导 导数 公式 都 是 用 极限 运算 ， 因 此 可 以 
说 本 章 内 容 是 第 二 章 航 限 理论 的 应 用 。 

第 二 章 里 讲 过 的 两 个 重要 极限 在 这 里 发 挥 了 作用 ， 极 限 
im 3 一 1 是 鸦 导 名 种 三 角 玖 数 导数 公式 的 主力 ,而 推导 对 
数 函 数 和 琶 函 数 的 导数 ， 却 非 用 li (1+ 证】 一。 不 可 。 
反 三 角 函 数 的 导数 都 是 反 函 数 导 数 公式 的 推论 。 复 合 函 数 导 
数 公式 是 扩展 导数 公式 的 有 力 工具 ， 然 页 用 它 作 运算 容易 出 
错 。 因 此 ， 读 者 必须 多 加 练习 ， 求 得 熟练 准确 地 运用 复合 函 
数 的 导数 公式 。 

导数 是 函数 在 一 点 的 邻 域 上 的 性 质 ， 虽 然 这 样 ， 但 是 它 
并 不 委 碍 利用 导数 来 研究 函数 的 性 质 。 在 本 章 中 还 要 从 概念 
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上 再 解 可 导 、 不 可 导 和 连续 之 问 的 关系 。 

高 院 导 数 和 高 阶 微分 是 为 以 后 的 理论 作 准 备 的 ， 有 些 初 
等 函数 的 高 阶 导 数 计算 虽然 黎 杂 ， 但 是 还 得 要 熟 习 那 些 公 
式 。 

第 五 章 所 有 习题 都 可 以 作 , 如 赚 多 ,自己 可 把 同类 型 的 题 
目 减少 一 些 。 

(二 ) 第 六 章 关于 微分 学 的 基本 定理 和 它们 的 应 用 : 导 
数 只 能 分 析 函 数 在 一 点 邻 域 上 的 某 些 性 质 ， 而 在 这 章 里 却 标 
在 整个 区 间 上 研究 函数 的 变化 。 因 而 怎样 用 导数 来 研究 遂 
数 ， 必 须 能 用 导数 的 局 部 性 质 来 分 析 函 数 的 整体 性 质 ， 才 有 
可 能 说 导数 是 在 整体 区 间 上 研究 函数 性 质 的 有 效 工具 ;而 微 
分 中 值 定理 恰恰 起 着 这 个 作用 ， 它 是 用 导数 研究 函数 的 桥 
洪 。 以 后 我 们 往往 用 它 把 函数 整 信 变 化 情况 的 研究 归结 为 局 
部 的 导数 问题 。 这 一 部 分 在 自学 中 要 特别 注意 费 尔 马 定 理 、 
拉 格 裔 日 定理 和 柯 西 定理 之 间 的 关系 ， 以 及 证 明 过 程 中 定理 
条 件 的 和 运用， 派生 的 那些 推论 都 很 重要 。 

素 勒 公式 实际 上 是 微分 中 信 定 理 的 推广 ， 它 是 用 多 项 式 
避 近 函数 的 有 旋 工具 ， 有 了 它 就 可 以 用 多 项 式 近似 地 代替 许 
多 不 易 处 理 的 函数 ， 必 须 牢 补 掌握 它 。 泰 期 公式 的 余 项 是 检 
验 多 项 式 的 可 靠 程 度 的 工具 ， 其 中 拉 格 庚 日 型 余 项 可 以 解决 
大 部 分 问题 。 

区 数 的 升降 、 目 性 和 极 信和 台 节 ， 是 前 两 章 概念 理 论 的 应 
胃 ， 能 使 我 们 从 整体 上 、 几 何 上 认识 函数 。 有 关 函 数 的 作 图 
以 及 最 大 小》 值 问题 是 实用 导数 的 起 点 ， 必 须 通 过 大 量 练 
可 ， 才 会 学 得 解决 问题 前 能 力 。 

洛 比 达 法 则 对 于 求 航 限 特别 有 用 ， 但 必须 注意 次 比 达 法 
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风 只 解决 半 和 实 竺 定型 的 极限 。 


第 六 章 习 题 可 以 选 作 ， 第 202 页 的 1 到 13; 第 216 页 的 1 
到 4、6、7 到 12 第 238 页 的 1、2、3、4 (1) (4) 
《5) (7) .5 (1) (C3) 《4) 、 6 7 (1) (2) 、 
8、 9, 10, 12, 16, 18, 21, 23 (3) (4) 、24、 25, 
26、27、31 (1) (2) 《4) (6) (10) ; 第 250 页 的 
2 (1) 《3) (4) 、3， 第 258 页 的 1、25 第 262 页 的 
1、3。 


积 分 


(一 ) 第 七 章 关 于 不 定 积分 ， 包 括 不 定 积分 的 概念 ， 运 
算法 则 、 计 算 方 法 ， 重 点 是 不 定 积分 计算 。 在 这 方面 要 精通 
三 种 方法 ，“ 幅 ”微分 法 ， 换 元 积分 法 ， 分 部 积分 法 。 计 算 
不 定 积分 ， 如 果 希 望 作 到 接近 于 得 心 应 手 ， 大 致知 道 哪 类 题 
县 应 用 郧 种 解法 ， 必 须 经 过 大 量 的 练习 ， 才 能 掌握 一 点 分 
寸 。 

第 七 党 习题 都 要 作 ， 读 者 还 可 以 从 吉米 多 维 奇 所 编 的 
《数学 分 析 习 题 集 》 一 书 上 选 作 一 部 分 。《 数 学 分 析 习 题 
集 题解 》 由 费 定 晕 、 周 学 圣 编 、 演 ，1980 年 ， 山 东 科 学 技术 
出 版 社 出 版 共 六 册 。 

(二 》 第 八 章 关于 定 积分 ， 学 习 这 一 章 ， 应 该 吃透 定 积 
分 的 概念 理论 ， 并 且 能 熟练 地 进行 计算 。 要 注意 以 下 这 些 
问题 : 

1.。 定 积分 概念 是 怎样 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 ， 能 用 
-6 谨 言 叙述 它 的 定义 。 
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2.。 定 积 分 的 基本 性 质 ， 其 中 重要 的 是 积分 第 一 中 值 定 
理 。 

3， 定 积分 基本 定理 〔 书 里 的 定理 1 》 

和 如果/(z) 在 Fa， 这 续 ， 那 么 画 数 GCz) 一 [f(a 
在 Ca，6] 可 导 ， 且 G'(z)=/(z)。 " 
在 整个 微 积 分 学 中 处 于 重要 的 地 位 。 它 说 明 连 续 函 数 的 原画 
数 一 定 存在 ， 也 掏 示 了 导数 和 积分 之 间 的 联系 ， 或 者 说 揭示 
了 定 积 分 和 不 定 积分 的 内 在 联系 。 这 就 使 我 们 能 够 依靠 原 函 
数 来 计算 定 积分 。 那 就 是 有 名 的 牛顿 - 菜 布 尼 区 公式 ， 也 就 
是 书 里 的 基本 公式 ; 

设 /(z 在 Co， 的 上 和 连续， 六 (z) 是 /(z) 任意 一 个 
原 函数 ， 即 瑟 '(z) = F(z)， 那 么 ， 


人 paz=FGD-F， 


计算 定 积分 人 7(z)dz， 从 定义 出 发 ， 那 是 一 个 形式 复 
杂 的 和 式 的 极限 ， 现 在 的 基本 公式 说 明 这 极限 就 是 /(z) 的 
一 个 原 秀 数 忆 (7) 在 > 一 a 秋 z 一 ! 的 值 的 差 F(O) 一 严 (o)， 这 
样 就 大 大 简化 了 定 积分 的 计算 。 

4。 部 综 掌握 定 积分 计算 的 两 个 法 则 ， 分 部 积分 法 和 效 
元 法 。 

原 书 第 5 节 《 定 积分 存在 条 件 的 进一步 讨论 》， 虽 是 先 
学 内 容 ， 但 是 作为 数学 专业 的 读者 还 是 应 谈 掌 握 的 。 本 章 第 
1 节 关于 连续 函数 的 可 积 性 ， 实 际 是 缆 3 节 的 特别 情形 ， 但 
是 比较 罕 易 甸 些 ， 可 以 作为 定 积分 理论 的 最 低 要 求 来 读 利 
它 。 第 3 节 讲 大 和 小 和 以 及 它们 的 性 质 ， 都 是 为 了 讨论 定 积 
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分 存在 的 第 一 充 要 条 件 ， 这 条 件 是 证 明 一 些 可 积 函 数 类 的 根 
据 ， 也 是 本 节 的 重点 。 用 这 定理 就 可 以 证 明 韦 续 函 数 、 只 有 
有 限 个 第 一 类 不 违 续 点 的 函数 、 单 调 有 界 函 数 都 是 可 积 的 。 
对 于 这 些 定理 的 证 明和 结论 部 必须 掌握 。 

《三 》 第 万 章 关 于 定 积分 前 应 用 和 近似 计算 ， 学 习 这 一 
章 不 仅 要 学 习 一 些 公式 ， 而 且 重 要 的 是 怎样 用 定 积分 解决 实 
际 问题 。 不 论 是 几何 应 用 或 物理 应 用 ， 所 求 的 都 是 基 个 非 均 
血 变 化 的 整体 量 。 其 中 多 半 是 采用 微 元 法 ， 关 于 这 方面 请 参 
阅 《 大 学 基础 数学 自学 丛书 》 中 的 《一 元 函数 积分 学 》 第 四 
章 定 积分 的 应 用 。 现 在 用 一 个 例题 说 说 这 种 方法 。 

假设 物体 作 变 速 直线 运动 ， 速 度 是 v(1)， 那 么 , 物体 在 
时 间 间 隔 Ct,，1sJ] 内 记 走 过 的 路 程 是 


12 
s=f wat 


第 一 步 求 整体 量 的 微 元 ， 假 定 Ci，t+ di 是 区 闻 [ft 
{2 的 任意 一 个 子 芝 阅 。 这 子 区 河 的 局 部 路 程 是 JIS，AS 的 
主要 部 分 ds (= <15) 是 微分 式 
ds=v (ft) di 
第 二 步 求 整体 量 ， 由 所 得 微分 式 取 定 积分 ， 


S= 人 2 ds = | dt 


Ge 


就 是 所 求 的 路 程 。 

这 方法 反映 了 无 限 细 分 和 无 限 求 和 这 两 个 步骤， 当然 第 
一 步 中 应 该 证 明 v (1) dt 确实 是 局 部 量 4 了 4S 的 主要 部 分 。 但 在 
实际 问题 中 只 村 仔细 分 析 ， 能 在 局 部 范围 里 抓 住 主要 因素 ， 
列 出 的 微分 式 多 半 是 正确 的 。 读 者 应 当 会 用 微 元 法 推导 本 书 
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中 物理 和 几何 应 用 的 一 切 公式 。 
第 八 章 和 第 九 章 的 习题 可 以 选 作 ， 第 307 页 的 1 到 4 、 
6 到 9， 第 321 页 的 1 到 11、12 (2) (4).13、14; 第 335 
页 的 1、2 、3、53 第 340 页 的 1 (1) (2) (3) (5). 
《7) 、2， 第 346 页 的 1 (2) (4) 《6) 、2， 第 349 
页 的 1 (1) (2)、2 (2》(4) (5) ,4、5， 第 353 
页 的 1 《1》 (4) (5) ， 第 356 页 的 1、2 、3， 第 363 
页 的 2、5。6、8， 第 369 页 的 2、3。 
政 级 数理 论 
《一 ) 第 十 七 章 关 于 数 项 级 数 ， 这 一 章 的 主要 内 容 是 关 
于 级 数 收 化 的 判别 法 。 沁 其 是 正 项 数 项 级 数 的 基本 定理 。 比 
较 关 别 法 、 柯 西 判 别 法 , 达 朗 贝尔 判别 法 、 柯 西 积分 判别 法 是 
主要 的 。 第 1 节 中 的 预备 知识 是 难点 ， 上 下 极限 是 讲 极限 的 
一 种 方法 ， 是 和 数列 紧密 联系 着 的 。 级 数 的 和 实际 是 数列 的 
极限 ， 要 清楚 地 理解 这 里 边 的 关系 。 绝 对 收 伊 的 任意 项 级 数 
一 定 收 化 的 定理 ， 使 我 们 能 用 正 项 级 数 的 收敛 性 讨论 任意 项 
级 数 的 收 全 问题 。 交 钳 级 数 的 某 布 尼 获 定理 是 很 有 效 的 判别 


法 。 关 于 级 数 > a5, 的 阿 贝尔 判别 滩 和 狄 利克 震 判别 法 ， 


它们 的 条 忻 比 较 容 易 验证 ， 对 于 解决 级 数 的 收敛 问题 还 是 有 
效 的 。 关 于 绝对 收敛 和 条 件 收敛 要 从 人 性质 上 认识 它们 的 不 
局 。 比 如 绝对 收 敏 级 数 的 各 项 可 以 重新 排列 ， 而 条 件 收敛 级 
数 却 不 是 这 样 ， 它 总 可 以 适当 地 交换 各 项 的 次 序 使 新 级 数 收 
化 于 任何 预先 给 定 的 S (包括 oo 的 情形 ) ， 也 可 以 使 它 以 任 
何方 式 发 散 。 无 穷 乘 积 这 节 可 以 选读 。 
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本 章 习 题 可 以 选 作 ， 第 226 页 的 1 到 6 第 233 页 的 1 到 
3 第 240 页 的 1 到 6 〈1》 (2) 、7、8， 第 250 页 的 1 
到 3 (1) (2) (3) ,4 到 7; 第 258 页 的 1、2。 

《二 ) 第 十 八 章 关 于 广义 积分 ， 这 里 包括 无 穷 根 的 积分 
和 无 界 函 数 的 积分 。 本 章 讨论 了 它们 的 收敛 定义 、 简 单 性 质 
和 一 些 收 敏 判 别 法 。 例 如 柯 西 收 僵 原 理 、 绝 对 收 伍 的 比较 判 
别 法 《有 几 种 形式 ) 和 柯 西 判别 法 。 关 于 一 般 的 被 积 函 数 的 
广义 积分 还 有 阿 贝尔 判别 法 各 猴 利 克 雷 判别 法 ， 它 们 是 建立 
在 积分 学 第 二 中 值 定 理 之 上 的 。 利 用 这 两 个 判别 法 ， 可 以 判 
吻 一 些 广义 积分 的 条 件 收 敏 性 。 关 于 这 部 分 内 容 ， 可 以 对 照 
数 项 级 数 部 分 内 容 进行 学 习 。 

习题 选 作 ， 第 276 页 的 1 (1) (4)、2 (1) (2) 
(4) (5)、3 到 6、8 (1) (3) 第 281 页 的 1 到 
4 (C1) C2) (3) (4)、5,. 6(1) 、? 到 10。 

(三 第 十 九 章 关 于 函数 项 级 数 、 短 级 数 ， 这 一 章 主 要 
内 容 有 通 数 项 级 数 的 概念 、 一 致 收 伍 的 定义 、 一 致 收敛 级 数 
的 性 质 和 它 的 判别 法 、 塞 级 数 的 收 伍 半径 、 寡 级 数 的 性 质 以 
及 函数 的 霉 级 数 展开 。 本 章 的 学 习 要 点 有 


1。 级 数 > ww(z) 和 和 池 数 列 {S,《x)} 在 Ca，83 上 收 化 


sl 


和 一 致 收 伍 。 “一致 性 ”是 数学 分 析 的 重要 概念 。 把 连续 改 
进 为 一 致 连续 ， 或 者 把 收敛 改进 为 一 致 收 敏 ， 都 是 为 了 把 局 
都 性 质 扩展 为 全 局 性 质 。 这 点 关系 必须 深入 地 理解 ， 在 使 用 
体会 前 后 的 不 同 才能 逐渐 明白。 

2。 一 致 收 化 级 数 本 质 上 是 把 有 限 个 西数 的 和 的 解析 性 
质 〈 和 的 连续 性 、 可 微 性 、 可 积 性 ) 推广 到 无 穷 级 数 的 问 
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题 ， 只 有 这 样 级 数 作为 研究 函数 的 工具 才能 充分 发 挥 作用 。 

3， 一 致 收敛 的 判别 法 ， 主 要 掌握 魏 尔 斯 特 拉 斯 济 别 
法 ， 因 为 ， 它 要 求 的 条 件 简 半 、 容 易 全 用 。 

《4 宪 级 数 区 别 于 一 般 级 数 的 地 方 在 于 它 是 由 宕 函数 构 
造 而 成 ,另外 它 的 收敛 域 容易 锋 定 。 它 的 这 些 优点 ,有 利于 函 
数 的 展开 ， 这 是 它 在 分 析 学 里 的 实际 价值 。 这 里 必须 熟练 党 
所 基本 初等 阔 数 的 告 级 数 的 展开 式 和 它们 的 收敛 区 间 。 

习题 可 以 选 作 ， 第 301 裕 的 1 (1) (2)(3) (5),2 
C1) (2) (3) (4) (C6) 、3 到 10 (1) (3)、 
11、12、13， 第 315 页 的 1 (1) (3) (5) (6) 、2、 
4 到 9、10 (2) ,11 到 15 (1) (2) (4)。 


六 多 元 函数 的 微分 学 


前 边 五 池 讲 了 一 元 函数 微 积分 的 学 习 方法 。 多 元 函数 微 
积分 的 理论 和 方法 都 出 一 元 函数 复杂 些 ， 然 击 许 多 部 分 的 学 
习 方法 都 可 以 继承 一 元 函数 的 情形 ， 所 以 这 里 反而 可 以 讲 得 
简 赂 些 。 

(一 ) 第 四 章 关于 多 元 函数 的 极限 和 连续 ， 这 一 章 景 重 
村 的 概念 是 多 元 函数 的 极限 。 这 里 要 看 清 它 和 一 元 函数 极限 
的 异同 ， 要 看 清二 和 极限 和 二 次 极 肾 的 关系 ， 多 元 函 北 的 向 
积分 总 是 从 这 两 方面 考 不 极限 问题 的 。 二 重 极限 的 证 明和 计 
算 要 比 一 元 函数 极限 难 一 些 ， 没 有 一 般 可 用 的 较 好 的 方法 
(不 象 一 元 函数 有 洛 比 达 法 则 那样 的 工具 》， 有 时 可 以 借 变 
量 替 换 〈 如 化 作 极 坐 标 》 处 理 ， 或 者 转化 为 一 元 函数 的 极限 
来 研究 。 本 章 的 理论 部 分 主要 是 把 一 元 函数 的 极限 理论 (如 
闭 区 阅 套 原理 、 有 限 覆 盖 原 理 、 致 客 性 原理 、 柯 西 收 各 蝴 


对 


理 ) 和 一 元 连续 函数 的 重要 性质 推广 到 多 元 函数 的 情形 。 我 
们 应 该 从 中 学 习 这 些 推广 的 方法 。 

本 章 习 题 最 好 全 做 ， 较 难 一 些 的 题 有 , 第 129 页 的 7 ， 第 
140 页 的 10。 

(二 ) 第 十 章 关于 偏 导 数 和 全 微分 ， 这 章 里 的 重要 概念 
是 多 元 函数 的 偏 导数 、 方 向 导数 和 全 微分 。 尤 其 要 搞 清 多 元 
函数 可 微 、 可 导 《 就 是 信 导 数 存 在 ) 和 连续 的 关系 ， 由 此 看 
到 多 元 函数 微 积分 并 不 是 一 元 函数 徽 积 分 的 简单 推广 ， 其 中 
有 许多 质 的 飞 婚 。 本 章 重 点 是 偏 导数 的 计算 ， 而 以 链 式 法 则 
作为 核心 。 揽 合 函 数 、 高 阶 偏 导数 和 隐 丙 数 伪 导 数 的 计算 是 
计算 的 难点 ， 也 是 考验 我 们 是 否 真 正 掌握 多 元 函数 微分 法 的 
一 把 尺子 。 多 元 冰 数 微分 学 在 刀 何 上 的 应 用 (切线 、 法 线 、 
切 平面 、 法 平面 》 在 场 论 中 是 很 重要 的 。 关 于 向 量 值 函数 的 
导数 概念 ， 一 般 地 知道 就 行 了 。 

建议 把 本 章 习 题 全 都 做 化， 这 样 才能 熟练 偏 导 数 的 计 
算 ， 这 对 以 后 学 习 偏 微分 方程 是 至 关 重 要 的 。 第 26 页 〈 本 章 
起 是 下 册 ， 和 页码 另 排 ) 的 习题 18 比 较 难 一 些 ， 对 我 们 是 一 个 
小 小 的 考验 。 关 于 这 方面 的 知识 可 参考 菲 赫 金 哥 尔 获 著 的 
《 币 积 分 学 教程 》 第 一 凑 第 二 分 央 第 大 章 第 4 节 微 分 法 。 

(三 ) 第 十 一 章 关 于 极 值 问题 ， 这 是 多 元 函数 微分 学 的 
重要 应 用 。 这 里 起 玛 要 掌握 极 值 和 条 件 极 值 的 必要 条 件 以 及 
处 理 实际 问题 的 方法 ， 进 一 步 的 要 求 是 在 理论 上 搞 济 它们 的 
充分 条 件 ， 比 较 困 难 的 是 拉 格 衣 日 乘 数 法 中 使 条 件 极 值 存在 
的 充分 条 人 忻 ， 关 链 是 理解 娜 一 个 是 真正 的 自 变 量 。 

本 章 习 题 不 多 ， 最 好 前 做 做 ， 较 难 的 题 有 : 第 61 页 的 
4， 第 69 页 的 1 。 
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(四 》 第 十 二 章 关于 隐 函 数理 论 ， 这 是 多 元 甫 数 第 分 学 
丙 论 中 最 重要 的 部 分 。 对 于 这 部 分 的 蛋 求 是 搞 请 隐 函 数 存 在 
定理 的 条 件 、 结 论 、 证 明 的 思路 和 它 的 作用 。 要 想 匀 炬 一 下 
自己 对 由 函数 理论 的 理解 程度 和 证 明 能 力 ， 可 以 把 第 78 一 80 
页 的 定理 3 、4 自已 证 一 证 。 关 于 函数 行列 式 的 知识 ， 以 后 
是 很 有 用 的 ， 至 于 冲 数 相关 的 内 容 ， 一 般 地 知道 就 行 了 。 

本 章 习题 不 多 ， 都 可 以 向 做。 

七 多 元 函数 的 积分 学 

(一 各 种 积分 ， 第 十 四 、 十 五 、 十 六 章 所 讲 多 元 函数 
积分 学 的 重点 是 各 种 积分 《 重 积分 、 线 积分 、 面 积分 》 的 计 
算 ， 以 及 它们 之 间 的 联系 《格林 ,高 新, 斯 托 克 斯 公式 ) 。 计 
千 重 积分 要 热 入 空间 图 形 并 且 善 于 选取 积分 变量 的 次 序 。 难 
点 是 积分 次 序 的 交换 和 选择 合适 的 变量 振 换 公式 。 极 人 标 变 
基 次 序 的 交 痪 较 难 理解 ， 可 供 直 角 坐 标 情形 来 理 弓 。 三 重 积 
分 交换 变量 次 序 的 时 候 ， 车 从 空间 图 形 的 平面 投影 去 想 可 能 
比 拉 简 便 些 。 线 .面积 分 的 计算 , 兆 其 是 第 二 型 曲面 积分 的 计 
算 , 难 在 积分 区 域 从 定向 变 为 不 定向 积分 的 符号 怎样 选取 , 计 
算 的 技巧 是 灵活 运用 三 个 公式 ( 格 条 ， 高 斯 ， 斯 托 克 斯) 以 及 
第 一 、 二 型 积分 之 阅 的 关系 。 本 书 考虑 到 学 生 的 接受 能 力 和 
时 间 限 制 ， 这 儿 章 里 很 多 重要 的 基本 概念 和 理论 都 没有 去 严 
格 好 阐述 或 论证 〈 如 重 积分 可 积 淮 则 ， 变 量 震 痪 定理 ， 格 
林 、 高 斯 和 斯 托 这 斯 公式 等 ， 因 此 这 方面 的 要 求 可 以 放 低 
一 些 。 

要 多 做 题 才能 邵 练 积分 计算 ， 每 道 大 题 都 可 挑选 一 
右 的 小 题 做 做 。 
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《二 ) 含 参 量 的 积分 ， 第 十 三 、 二 十 章 都 是 含 参量 的 积 
分 ， 可 放 在 一 起 学 习 。 第 十 三 章 内 容 不 太 难 ， 可 以 多 提 些 癌 
题 (如 把 定理 条 件 中 二 元 函数 的 连续 性 减弱 为 一 元 函数 的 连 
续 性 是 否 可 以 ? 》 反 问 自己 来 考察 自己 对 e-6 方法 的 理解 程 
度 。 这 两 章 里 重要 的 基本 概念 是 含 参量 积分 的 一 致 收敛 性 ,要 
切实 掌握 好 一 致 收敛 住 判 别 法 ,尤其 是 魏 尔 斯 竺 拉 斯 判别 法 。 
这 两 常 最 重要 的 应 用 是 计算 积分 ， 尤 其 是 计算 广义 积分 ， 要 
理解 和 擎 握 计 算 的 一 般 程序 以 及 每 做 一 步 的 根据 。 建 议 读者 
把 本 章 和 函数 项 级 数 对 照 起 来 学 ， 进 行 联想 、 对 比 ， 加 深 理 
解 。 

习题 都 可 以 做 做 ， 较 难 的 有 第 98 页 的 4、6《〈1? 
9， 第 333 页 的 5。6、9。 

三》 傅立叶 级 数 : 第 二 十 一 章 的 内 容 是 传 立 叶 级 数 和 
傅立叶 变换 。 这 里 有 两 个 重点 ， 一 是 会 写 出 可 积 和 绝对 可 积 
函数 所 生成 的 傅立叶 级 数 ， 另 一 是 会 判断 什么 样 的 函数 适合 
收敛 定理 。 至 于 乱 立 叶 级 数 的 一致 收 敛 性 问题 、 逐 项 可 微 和 
可 积 问题 以 及 传 立 叶 变换 问题 ， 一 般 地 知道 就 行 了 。 学 习 本 
意 要 注意 搞 清 传 立 叶 级 数理 论 和 一 般 的 函数 项 级 数理 论 、 稳 
级 数理 论 的 异同 点 。 如 时 间 较 紧 ， 可 不 读 带 星 号 的 内 容 。 

第 362 页 和 第 363 页 的 习题 11 以 前 的 题 都 应 该 做 ， 习 题 12 
到 17 可 选 作 一 半 。 习 题 18 到 20 可 能 较 难 一 些 ， 不 妨 试 试 。 


八 自我 济 试题 


4。 《1) 用 极限 定 义 证 明 ，tim 了 = 一 1 (其 
中 第 数 12j 之 1) 。 
#7 


《2 ) 证 明 函 数 ，7j(z) = |z| cosz 在 x 二 0 点 连续 ， 但 
导数 不 存在 。 

2， 1) 叙述 函数 六， > 一 "一 7z) 在 z 虚 可 徽 和 它 
的 微分 的 定义 ， 并 问 ， 微分 和 什么 量 有 关 ? 
bad dy 


(2) 设 y=arcoos 于 了 > 求 了 rs 
dy diy 


(3) 设 > y+ siny， 求 如 D3 


dx? dz: dr 


CD 划 人 are dy dy day 
y=t~—arctgt, 


《5) 设 f()= (oo gp, fr(0)s 


0, X=0, 
《6) 写 出 /zz)=e* 在 >=0 点 带 有 拉 烙 刘 日 型 余 项 的 
素 勤 公式 ， 并 证 明 
到 (二 二 1 
3， 求 下 列 不 定 积分 : 
(1) smerar， C2) f 


aretts 
(1 +7) S72 


dz, 


(3) 人 (4 fer 

4， 设 (1) 在 (a，6) 上 尝 续 , 在 《4a，8) 上 一 点 
zo ， 它 的 函数 值 (xo) 是 正 的 ， 证 明 存 在 7, 的 一 个 邻 域 
U(ro，6)， 对 于 一 切 x EU (zo，6)，f (x) 也 是 正 的 。 

5. 设 函 数 (x) 在 《a，68) 内 可 导 ， 证 明 函 数 1(z) 在 
《a ，b) 内 单调 上 和 天 的 充 要 条 件 是 。 
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f(r)0, rE (a, b)e 
6。 计算 以 下 名 题 : 
C1) 下 zarctgzdzi 


《27 I a mi i 
(3) 求 用 间 线 y=2x 一 x? 和 zx 轴 所 围 成 的 平面 图 形 绕 
z 输 资 转 一 周 所 得 的 旋转 体 体积 。 
7 求 区 下 医 级 数 的 收敛 城 ; 


0 3 六 


dz (a 0, la 1) 


a. 证 明 孙 娄 项 组 数 立 ( * + 十 ) 在 1z] 之 1 过 线 。 


9， 证 明 : 


本 0， 当 是 有 理 数 ， 
(12 本数 /5-{ z， 当 ;是 无 理 数 ， 
在 [0 ，1 ] 上 不 可 积 。 
(2 ) 如 果 f(zx) 在 区 间 了 7 上 有 有 界 导 画 数 ， 那 么 (7) 
在 7 上 一 致 连续 
I0， 证 明 ， 
数列 {5.}?-! 有 界 的 充 要 条 侍 是 ，{zj3-: 的 任何 子 列 
{zsp}3- 都 含有 收 化 的 子 列 {zon 。 
11. 试用 有 限 村 这 定 理 证 明 : 如 果 jz) 在 [ca，5 3 连 
续 ， 且 Fa .7DDS0O， 那么 必 有 ckE (a，6)， 使 1(c)=0。 
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高 等 代数 


一 概 述 

高 等 代数 是 大 学 数学 专业 的 重要 基础 课 之 一 ， 是 中 学 代 
数 的 继续 和 提高 。 它 是 由 多 项 式 论 《或 方程 论 ) 和 线性 代数 
本 大 部 分 组 成 的 。 方 程 论 是 十 九 世纪 初 形成 的 代数 的 中 心 亲 
题 。 它 围 线 普 一 个 未 知 量 的 4 次 代数 方程 

十 GT 二 十 Go 二 Ge 

的 解法 的 研究 形成 了 一 整套 理论 。 这 部 分 内 容 在 中 学 代数 课 
程 里 有 不 少 是 讨论 过 的 ， 例 好 ， 多 项 式 的 运算 、 多 项 式 的 因 
式 分 解 、 二 次 方程 等 等 。 现 在 看 来 ， 方 程 论 只 不 过 是 代数 学 
的 一 个 分 支 办 了 。 随 着 数学 上 的 一 些 重大 发 现 和 其 他 学 科 对 
数学 的 要 求 ， 代 数学 的 内 容 大 大 丰富 起 来 。 比 如 人 们 对 运算 
和 它 的 对 象 的 认识 发 展 了 ， 从 而 提出 了 研究 抽象 的 “对 象 ” 
和 “运算 ”的 要 求 ， 现 代 的 代数 转向 到 研究 一 些 抽象 代数 体 
系 的 结构 ， 使 得 代数 有 更 广泛 的 应 用 。 

而 史上 ， 线 性 代数 的 第 一 个 问题 是 关于 解 线性 方程 组 


GH1T1 十 GTs 十 十 Qingn 一 Diy 


(ts i mb 


0 


的 问题 。 在 中 学 代数 课程 里 讨论 过 这 个 问题 的 最 简单 情形 ， 
对 于 任意 ”个 未 知 量 秋 个 方程 的 情形 ， 就 需 找 出 尽 可 能 简单 
的 数值 解 的 方法 ， 这 在 很 多 计算 和 研究 中 是 常用 到 的 。 矩 阵 
愉 论 是 线性 代数 中 重要 而 且 不 可 缺少 的 部 分 ， 它 在 提出 和 解 
决 线性 代数 的 问题 中 起 着 工具 的 作用 。 线 性 代数 中 很 大 篇 辐 
是 研究 抽象 的 向 量 空间 的 结构 和 它 的 线性 变换 、 欧 氏 空间 的 
结构 和 它 的 线性 变换 、 二 次 型 等 等 。 这 些 理论 产生 的 源泉 很 
多 都 来 自 数学 分 析 和 解析 几何 ， 反 过 来 ， 应 用 线性 代数 中 讨 
论 的 抽象 理论 ， 可 以 简化 数学 分 析 和 解析 几何 中 一 些 问题 的 
讨论 。 线 性 代数 已 广泛 地 应 用 到 其 他 学 科 〔 怒 在 物理 ,力学 、 
计算 技术 、 编 码 等 ) 领域 中 。 
在 大 学 里 ， 这 门 课程 的 开设 时 浊 一 般 在 一 年 级 ， 有 的 学 
校 安排 在 刚 入 学 的 第 一 学 期 ， 也 有 的 学 校 安排 在 第 二 学 期 。 
前 一 种 安排 学 起 来 比较 吃力 。 最 好 在 学 完 解析 儿 和 何以 后 表 学 
这 门 课 。 通 过 这 门 课 的 学 习 可 以 初步 了 解 基 本 的 、 系 统 的 代 
数 知 识 和 抽象 的 严格 的 代数 方法 ， 以 加 深 对 中 学 代数 的 理 
解 ， 并 为 进一步 学 习 打 下 基础 。 这 门 课 的 主要 内 容 包括 ， 

《一 ) 基本 概念 ， 集 合 、 跌 射 、 复 数 ， 数 域 等 ， 

(二 ) 多 项 式 论 ， 数 域 上 一 元 多 项 式 的 因 式 分 解 理 论 、 
多 项 式 的 根 ， 

《三 ) 行列 式 ; 

(四 》 线 性 方程 组 理论 ， 

《五 ) 拖 阵 ; 

(六 ) 微量 空间 (线性 空间 〉 和 它 的 线性 变换 ， 

(七 ) 欧 几 里 得 空间 和 它 的 线性 变换 ; 

《 八 )》 二 次 型 和 对 称 托 阵 。 
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自学 的 读者 只 要 具备 中 学 代数 和 解析 几何 的 基础 就 可 以 
学 习 这 门 课 。 这 门 课 在 大 学 里 总 共 的 学 时 数 大 约 是 198, 其 中 
讲授 158 学 时 ， 习 是 课 45 学 时 。 自 学 的 读者 可 根据 自己 的 情 
六 安排 进 庆 ， 适 当 增加 时 间 。 _ 

自学 的 读者 首先 要 选择 好 自学 课本 ， 下 耐 这 儿 本 教材 可 
选 做 自学 课本 和 参考 书 。 

为 了 便于 读 老 安排 自学 时 间 ， 我 们 按照 前 面 列 出 的 八 个 
单元 ， 提 出 一 个 自学 时 间 安排 表 供 大 家 参考 ， 读 老 可 以 根据 


自己 的 实际 水 平安 排 进 度 。 
高 等 代数 自学 时 间 安 排 岩 
单元 为 容 学 时 
一 基本 板 念 60 
二 多 项 式 论 72 
三 行列 式 48 
由 线性 方程 组 48 
一 抱 阵 48 | 
| 六 向 昔 罕 间 和 它 仑 线性 变换 120 
j 七 欧 包 里 得 室 间 和 它 的 线 福 变换 72 
| 信和 仆人 加 
《高 等 代数 》, 北 京 大 学 数学 力学 系 编 ,1978 年 ， 人 民 教 
育 出 版 社 出 版 。 本 书 可 作为 自学 课本 。 


《高 等 代数 》， 张 示 瑞 、 部 全 新 缩 ，1979 年 ， 人 民 教 育 
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出 版 社 出 版 。 本 书 也 可 选 作 课本 。 

《线性 代数 》， 澳 部 杰 编 ，1978 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 
版 。 

《高 等 代数 》， 王 莹 劳 编 ，1981 年 ， 上 海 科学 技术 出 版 
社 出 版 。 

《近世 代数 》， 吴 品 三 编 ，1980 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 
版 。 


二 基本 概念 


这 个 单元 包括 张 禾 瑞 等 所 编 《 高 等 代数 》 的 第 一 章 或 北 
大 数 力 系 记 编 书 中 的 第 六 章 第 1 节 。 所 讲 内 容 大 部 分 是 为 以 
后 的 学 习作 准备 的 ， 也 是 代数 的 基本 概念 。 主 要 介绍 集合 的 
有 关 知 识 、 映 射 概念 以 及 复数 的 建立 等 。 这 些 内 容 不 仅 在 代 
数学 科 中 经 常用 到 ， 而 且 在 数学 的 各 个 分 支 中 也 是 要 常 男 
的 ， 因 此 ， 要 学 好 数学 也 必须 掌握 这 些 基本 俩 识 。 
集合 论 是 数学 的 一 个 分 支 ， 内 容 很 丰富 。 在 这 课程 里 只 
讲 它 的 一 点 初步 知识 ， 比 如 集合 的 包含 、 子 集合 、 集 合 的 交 
和 并 等 等 ， 这 些 都 很 容易 理解 ， 远 远 没 有 进入 集合 论 的 领 
域 。 如 果 自 学 的 读 考 有 兴趣 的 话 ， 可 阅读 集合 论 方面 的 专 
著 。 
关于 映射 概念 ， 初 学 者 总 觉得 很 难 理解 。 事 实 上 ， 了 映射 
是 中 学 代数 课程 中 函数 概念 的 推广 。 简 单 地 说 ， 映 射 是 一 个 
沫 合 M 到 另 一 个 集合 六 的 对 应 法 则 ，M、 六 不 局 归于 数 集 
合 。 学 习 映 射 概念 的 时 候 ， 只 需 和 画 数 概念 对 照 着 体会 就 很 
容易 掌握 它 。 在 学 习 这 一 单元 的 时 候 ， 可 注意 满 射 、 单 射 和 
1 一 1 映 莫 这 几 个 概念 的 定义 和 区 别 ， 学 会 运用 定义 验证 一 
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个 对 应 法 则 是 映射 、 满 射 ， 单 射 或 工 一 1 映射 的 基本 方法 。 
关于 映射 的 乘法 是 读者 在 本 学 科 中 遇 到 的 第 一 个 不 是 “ 数 的 
运算 ”， 并 且 这 种 运算 不 满足 交换 律 。 这 一 性 质 和 数 的 加 法 
或 数 的 乘法 满足 交换 律 的 性 质 是 不 同 的 。 了 瑞 射 的 乘法 在 后 面 
的 学 习 中 经 常 要 用 到 ， 由 映射 的 乘法 所 定义 的 有 逆 瑞 射 的 瞻 
射 ， 今 后 将 占 一 个 特殊 地 位 。 

复数 的 建立 回答 了 a 十 bi 究竟 是 什么 意思 ， 也 就 是 说 摘 
清楚 了 是 什么 。 “aa 放 中 的 “二 ”“,， ”不 是 实数 的 
加 法 和 乘法 ， 它 们 是 什么 运算 ? 通过 这 些 问题 可 以 初步 体会 
较 严格 地 建立 某 一 数 系 的 方法 。 

由 有 理 数 集 、 实 数 集 、 复 数 集 总 结 得 出 的 数 域 这 一 慨 念 
是 很 重要 前 代数 体系 ， 其 中 可 以 进行 加 、 减 、 乘 、 除 四 种 运 
算 〈 零 不 能 作 除 数 ) 。 这 是 我 们 认识 的 第 一 个 代数 体系 。 

自学 的 读者 在 学 习 这 一 单元 的 时 候 ， 切 不 可 性 急 。 由 于 
刚 册 接触 抽象 的 概念 ， 不 易 理 解 和 掌握 它 ， 因 此 必须 反复 推 
项 ， 通 过 书 上 的 例题 和 自己 认真 做 练习 来 加 深 理 解 。 真 正 党 
握 它 还 要 靠 以 后 侠 用 这 些 概念 时 ， 不 放 过 对 它 的 再 认识 。 


三 多 项 式 论 


这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《 高 等 代数 》 的 第 一 章 或 张 
才 瑞 等 编 高 等 代数 》 的 第 二 章 。 内 容 的 大 部 分 是 中 学 代数 
里 学 过 的 。 但 是 这 里 用 到 的 概念 都 有 严格 的 定义 。 这 部 分 系 
统 地 讨论 了 数 域 上 一 元 多 项 式 的 整除 性 理论 和 因 式 分 解 问 
题 ， 并 且 论 证 了 数 域 上 一 元 多 项 式 的 “形式 定义 ”和 “函数 
定义 ”的 统一 性 。 这 些 讨论 从 理论 上 完善 了 中 学 代数 关于 多 
项 式 的 讨论 ， 从 而 加 深 对 茶 些 问题 的 理解 。 
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在 学 习 多 项 式 的 整除 性 理论 的 时 候 ， 千 万 不 要 把 “ 整 
陈 ” 和 “除法 ” 混 浪 。 我 们 说 数 域 访 上 多 项 式 g(>) 能 些 际 
7(z)， 就 是 说 存在 FFz] 的 多 项 式 Az) 使 得 

f(r) = gr) Re) 
根据 这 个 定义 ， 堆 多 项 式 能 整除 零 多 项 式 。 但 是 不 许 以 零 多 
1 除 任何 其 他 和 多项式， 初学 者 还 需要 认真 体会 多 项 式 的 
论证 方法 ， 也 就 是 从 定义 出 发 经 过 严格 的 逮 辑 推 
的 结论 来 。 这 苦 代 数学 的 一 个 基本 原则 ， 是 必须 
的 。 书 上 论证 的 一 些 整除 性 质 也 必须 牢 毕 记 住 ， 搞 清 它 
们 的 含义 和 区 别 ， 久 后 经 常 要 用 到 。 带 余 除 法 是 整除 性 理论 
的 一 个 楚 本 冠 理 ， 也 就 是 中 学 课本 里 所 说 的 “长 除法 ”。 由 
它 可 以 推导 出 求 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 的 驾 读 相 除法 ， 还 
可 以 挫 出 一 次 央 式 和 多 硕 式 的 根 的 关系 等 。 出 于 用 一 个 菲 鹤 
多 珊 式 去 除 另 一 多 项 式 的 时 候 所 得 的 商 式 和 余 式 是 唯一 确定 
指 ， 风 硬 ， 多 项 式 9(z) 能 不 能 图 除 多 项 式 /六 7) 都 和 数 域 的 
扩 太 没有 关系 。 这 一 事实 管 给 我 们 很 大 的 方便 。 求 两 个 多 项 
式 间 最 大 公 因 式 的 回转 相 除 法 是 很 容易 理解 的 ， 必 须 掌 手 


它 。 


由 于 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 不 是 绝对 唯一 的 ， 也 就 是 
可 以 相 盗 一 个 零 次 多 项 式 ， 所 以 要 引入 符号 《7(7)，9(7))， 
用 它 来 表示 J(z) ,9(z) 的 首 系数 是 1 的 最 大 公 因 式 。 这 样 一 
来 ， 《f(x) ,9(z)) 表 示 的 就 是 (x) ,g(x) 的 一 个 唯一 确定 
的 晤 太公 国 式 。 

互 案 多 项 成 和 不 可 约 多 项 式 ， 在 多 项 式 前 讨论 中 都 占有 
重要 的 邮 位 。 要 盾 沁 它们 的 定义 各 性质， 并 且 要 会 应 用 它们 
的 性 质 论证 问题 。 本 来 这 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ， 但 是 初学 

55 


者 总 是 容易 混淆 。 学 习 的 时 候 ， 一 方面 要 认真 销 研一 下 它们 
各 自 的 定义 ， 另 一 方面 可 以 试 着 归纳 一 下 它们 各 自 的 用 处 。 
判断 两 个 多 项 式 王 素 的 充分 和 必要 条 件 是 很 重要 的 定型， 就 
是 ， 下 [C22 的 两 个 多 项 式 f (x) 和 g(x) 互 素 的 完 要 条 件 是 ， 仿 
下 [xz] 中 可 以 求 得 多 项 式 4u(x) 和 v(x)， 使 得 

flr)u(r) + g(a) v(x)=1, 
读者 可 以 口 已 总 结 一 下 它 的 作用 。 
多 项 式 的 因 式 分 解 定理 ， 肯 定 了 数 域 上 一 元 多 项 式 分 解 
成 不 可 约 多 项 式 乘 积 的 可 能 性 和 唯一 性 ， 这 定理 在 理论 上 起 
着 很 重要 的 作用 。 但 是 ， 它 没有 解决 怎样 分 解 的 问题 。 到 现 
在 也 还 没有 解决 这 个 问题 。 

另外 ， 我 们 必须 注意 多 项 式 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 滋 积 

同 数 域 有 关 ， 也 就 是 说 同一 个 多 项 式 在 不 同 数 域 上 分 解 成 不 
可 的 多 项 式 的 乘积 的 时 候 ， 出 现在 分 很 式 中 的 不 可 约 多 项 式 
可 能 不 同 〈 这 种 不 同 不 仅 是 相差 一 个 零 次 多 项 式 ) 。 例 如 ， 
多 项 式 世 一 1， 在 复数 域 上 分 解 成 

(7 十 从 (一 门 (z 一 1)(z 二 1)3 
在 实数 战 上 即 分解 成 

《zz 二 1)(7 一 1)》 (r+1)。 
因而 一 个 多 项 式 是 不 是 可 约 也 和 数 威 有 关 。 例 如 ，z +1 在 
实数 域 上 不 可 约 ! 但 是 ， 在 复数 域 上 就 可 约 了 。 

读者 必须 牢记 复数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 只 能 是 一 次 的 ， 

击 实 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 除 一 次 多 项 不 外 ， 还 有 含 韭 实 共 
岳 复 数 根 的 二 次 多 项 式 。 至 于 要 判断 其 他 数 域 上 的 多 项 式 是 
否 可 约 是 件 很 廊 烦 的 事 ， 至 今 没有 一 般 的 方法 。 只 能 对 一 些 
特 跌 的 多 项 式 采用 特殊 的 方法 进行 判断 ， 比 如 对 有 理 数 城 上 
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效 基 些 多 项 式 可 以 用 艾 尿 斯 担 因 浏 别 法 。 但 是 ， 要 注意 这 个 
判 旭 法 的 条 待 只 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 。 

讨论 实际 局 题 ， 常 常 震 归 求 多 莫 式 的 根 ， 在 计算 方法 课 
程 里 可 以 给 出 近似 解法 ， 这 些 近 似 解 法 在 实际 应用 中 完全 可 
以 满足 要 求 。 在 我 们 这 门 课 黑 ， 删 去 了 这 方面 的 讨论 ， 只 讨 
论 了 根 的 个 数 问题 、 根 和 系数 的 关系 、 一 次 因 式 和 根 的 关系 
等 等 。 这 些 讨论 有 利于 具体 永 根 前 工作 ， 同 时 可 以 把 多 项 式 
的 “形式 定义 ”和 “函数 定义 ”统一 起 来 。 中 学 课本 对 于 这 
画 种 定义 ， 总 是 不 加 区 分 地 承 意 使 用 ， 比 如 在 作 多 项 式 的 加 
法 、 乘 法 等 运算 的 时 候 ， 就 按 “ 形 式 定义 ”处 理 ; 在 求 多 项 
式 的 值 的 时 候 ， 又 按 函 数 定义 处 理 。 证 明了 两 种 定义 的 统一 
性 就 保证 了 过 去 中 学 课本 中 的 处理 的 合理 性 。 今 后 我 们 也 可 
以 随意 按 晓 一 种 定义 来 理解 多 项 式 。 初 学 者 对 这 个 问题 需 认 
真 思 考 ， 不 然 ， 很 可 能 认为 是 很 明显 的 事实 ， 或 者 认为 是 不 
订 理 解 的 

在 这 个 单元 里 提 到 了 “代数 基本 定理 ”， 我 们 暂时 可 以 
不 管 它 的 证 明 。 俱 是 ， 要 看 到 它 的 作用 。 这 个 定理 的 名 称 证 
有 历史 原因 的 。 十 九 世纪 中 时 以 前 ， 代 数学 的 研究 中 心 是 亚 
则 运算 以 及 解 方程 问题 ， 因 此 ，“ 叶 次 方程 在 复数 域 中 有 
个 根 ”被 叫做 代数 基本 定理 一 再 多 年 后 的 今天 ,数学 向 前 发 
展 了 ， 代 数 早 已 改变 了 它 的 中 心 ， 但 是 为 了 尊重 历史 ， 还 是 
沿用 这 个 名 称 。 

外 学 的 读者 在 学 习 这 一 单元 的 时 候 应 注意 以 下 两 个 问 


温 


第 一 ， 本 单元 的 内 容 大 部 分 是 读 省 熟 习 的 。 先 入 为 主 的 
总 误会 使 你 的 旧 知 识 阻 浊 你 接受 新 知识 ， 以 臻 漠然 对 待 现在 
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习 阐 时 候 要 认真 销 沂 孝 村 ， 相 使 原 米 所 学 的 知识 帮助 我 们 加 


念 的 亚 解 ， 搞 清 论 证 的 实质 ， 切 不 可 使 原来 所 学 的 知 
为 “ 拌 脚 石 ” 。 

二 ， 本 单元 涉及 的 概念 比较 多 ， 要 注意 它们 各 自 的 特 
点 和 相互 间 的 联系 。 谈 孝 不 仅 权 理解 这 些 概念 ， 而 卫 要 会 应 
用 。 为 了 达到 这 一 要 在 学 习 教材 的 时 候 必 须 仔细 分 析 
课本 里 给 出 的 论证 和 证 明 ， 激 清 每 一 步 的 根据 。 过 到 看 不 懂 
的 地 方 就 返回 去 复习 有 关 恬 念 和 推 证 ， 不 可 轻易 放 过 。 在 做 
习题 的 时 候 也 必须 做 到 步 步 有 依据。 


四 行列 式 

这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《 高 等 代数 》 的 第 二 章 或 张 
用 并 等 编 《 高 等 代数 》 的 第 三 章 。 主 可 内 容 是 介绍 4# 阶 行列 
式 的 定义 、 性 质 和 它 的 计算 ， 以 及 应 用 行列 式 理论 给 出 克 莱 
姆 认 则 。 行 列 式 的 应 用 很 广泛 ， 让 我 们 这 门 课 里 可 以 看 色 蚜 
它 解 线性 方程 组 、 判 断 向 量 组 线性 相关 还 是 线性 无 关 、 求 符 
阵 的 秩 和 求婚 阵 的 逆 抵 阵 等 等 ， 通 过 这 些 问 题 的 讨论 已 足够 
体会 行列 式 这 件 工具 的 重要 作用 。 

阶 行列 式 的 定义 和 性 质 是 其 答 分 析 了 二 阶 、 三 阶 行列 
式 计算 的 规律 后 给 出 的 。 风 此 ， 在 学 习 * 阶 行列 式 的 定义 和 
性 质 的 时 候 ， 要 结合 二 阶 、 三 阶 行列 式 来 体会， 并 瑟 票 牢记 
丛生 到 式 的 定义 和 性 质 ， 它 们 是 以 后 讨论 亲 题 的 出 发 点 
4 阶 行列 式 的 计算 需要 有 一 定 的 技巧 ， 这 就 要 靠 多 练 ， 要 盖 
i 结 规 律 ， 学 握 常 用 的 基本 技能 ， 比 如 用 逐次 降 阶 的 方法 
行 〈 或 依 列 ) 展开 行列 式 ， 或 找 出 北 推 公式， 或 用 数 


入 归纳 活 等 等。 

利用 阶 行列 式 解 会 个 来 知 重 二 个 方 要 的 线性 方程 组 
并 沪 一 一 克 莱 姆 规划， 一 方面 给 上 了 这 类 方 森 组 的 解法 ， 
闸 给 出 的 求解 公式 在 班 沦 上 也 很 重要 。 

这 个 单元 的 时 候 ， 读 者 注意 锻炼 自己 的 计算 技巧 ， 
切记 在 计算 # 阶 行列 式 的 上 时候 不 要 乱 套 二 阶 或 三 阶 行列 式 的 
展开 方法 。 


五 ”线性 方程 组 理论 

这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《 高 等 代数 》 的 第 三 举 或 张 

条 南 等 编 《 高 等 代数 》 的 第 叫 章 。 讨 论 的 对 象 是 含有 任意 个 
未 知 量 的 任意 个 方程 构成 的 线性 方程 组 
EET 


已 
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其 中 大 三 个 问题 ， 第 一 ， 怎 样 判 断 一 个 线性 方程 组 有 解 ? 第 
二 ， 和 如 果 一 个 线性 方程 组 有 解 ， 它 有 多 少 解 ? 第 三 ， 如 果 一 
个 线性 方程 组 有 解 ， 怎 样 求解 ? 解决 这 三 个 问题 的 途径 有 二 
条 ， 用 消 元 法 或 用 线性 方程 组 可 解 的 判别 法 。 

消 元 法 简单 明了 、 容 易 掌 握 ， 是 极 重 要 的 ， 读 者 一 定 要 
熟练 地 掌握 它 。 

有 时候， 我 们 希望 直接 由 急性 方程 组 的 系数 和 常数 项 米 
判断 方程 纽 是 否 有 人 和解。 这样， 就 需要 通过 线性 方程 组 可 解 的 
判别 法 来 解决 。 这 就 是 线性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 是 它 
的 系数 矩阵 和 增 广 矩阵 有 相同 的 秩 。 
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这 候 判 别 法 在 理论 上 很 重要 。 读 者 除去 学 会 使 用 这 个 判 
唱法 人 外， 还 需 搞 黎 它 的 推导 方法 。 并 且 在 学 习 判别 法 的 推 证 
的 时 候 注 意 掌 握 矩阵 的 秩 的 两 种 定义 的 等 价 性 ;体会 这 丙种 
定义 各 自 的 竺 点 积 联系 以 及 为 什么 要 引入 两 种 定义 。 

在 线性 方程 组 的 讨论 中 ， 齐 次 线性 方程 组 占有 特殊 重要 
的 地 位 。 在 今后 的 学 习 中 要 注意 应 用 齐 次 方程 组 可 以 解决 哪 
些 问 题 。 

齐 次 线性 方程 组 肯定 有 解 。 主 要 研究 怎样 判断 它 有 非 堆 
解 和 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 。 对 于 这 商 个 问题 要 求 读 
者 掌握 得 很 熟练 。 

学 习 这 个 单元 的 时 候 ， 读 者 要 初步 体会 矩阵 这 件 工具 的 
重要 作用 。 特 别 是 矩阵 的 初等 变换 要 牢 牢 掌握 。 这 在 今后 的 
学 习 中 是 经 常用 到 的 。 


六 和 给 和 阵 


这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《 高 等 代数 》 的 第 四 章 或 张 
禾 瑞 等 编 《高 等 代数 》 的 第 五 章 ， 主 要 介绍 矩阵 的 运算 和 它 
的 一 些 基本 性 质 。1850 年 ， 芝 国人 证 尔 维 斯 特 扣 册 和 矩 隆 概 
念 ，1858 年 ， 凯 荣 建 立 矩 阵 运 算 规则 以 米 ， 对 盾 阵 的 认 问 和 
作用 在 许多 方面 得 到 了 发 展 和 应 用 ， 使 它 成 了 线性 代数 的 一 
个 重要 研究 对 象 。 

在 学 习 这 一 单元 的 时 候 ， 从 概念 上 讲 读者 不 会 遇 到 什么 
困难 。 但 是 要 注意 引入 各 种 运算 时 候 的 条 件 ， 不 能 乱 套 用 。 
比如 本 全 矩阵 刀 、 至 术 乘 的 时 候 ， 要 求 4 的 列 数 等 于 石 的 行 
数 。 又 如 求 矩 隆 4 的 逆 拭 阵 ， 要 求 4 是 方 阵 并 且 | 41 不 等 于 
零 等 等 。 村 牢记 各 笠 运 算 的 规则 ， 和 它们 满足 的 运算 定律 。 
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御 缚 渗 不 适合 交换 律 。 夏 落 记 初等 变换 和 初等 知 阵 的 
七 向 量 空 间 和 它 的 线性 变换 

这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《高 等 代数 》 或 张 秒 
有 《高 等 代数 》 的 第 六 、 七 阿 章 。 这 部 分 内 容 很 多 ， 主 要 有 
握 疝 基 空间 和 子 空间 的 轿 念 向量 的 线性 相关 人性、 向量 空间 
的 基 和 维 攻 向量 的 坐 疆 和 癌 量 空间 的 同 构 、 线 性 变换 的 缀 
念 和 它 的 运算 、 线 性 变换 和 和 矩阵、 不 变 子 空间 、 圣 征 根 和 特 
征 向 量 等 。 

向 明 空 间 是 谍 省 接触 的 第 一 个 抽象 的 代数 结构 。 刻 通 向 
量 空间 的 公理 条 文 又 比较 多 ， 初 学 老 会 王 到 既 不 好 理解 义 难 
于 记 所 。 这 就 首座 庶 者 认真 地 分 析 一 下 书 里 给 出 的 例子 ， 特 
别 是 解 伯 几何 中 学 过 的 “二 维 空间 (平面 ) ”和 “三 维 空 
间 ”， 还 有 数 域 玉 上 n 维 向 量 作成 的 咎 量 空间 "二 { (a1, cs， 
… 0) le; 玉 } 都 是 很 容易 理解 而 在 今后 学 习 中 又 常 要 用 到 
的 疝 量 空 间 。 疝 量 的 线性 相关 性 这 部 分 内 容 是 线性 代数 重要 
基本 概 仓 集中 的 地 方 ， 学 起 来 会 感到 困难 ， 主 要 是 概念 太 
多 。 学 习 的 时 候 要 注意 它们 之 疝 的 区 别 ， 辐 时 也 要 看 到 它们 
之 加 的 联系 ， 要 吃透 书 上 的 例题 ， 读 者 自 忆 也 可 以 试 着 举 些 
例子， 又 有 正面 例子 ， 也 要 有 反面 例子 ， 焉 反 两 方面 反复 对 
概念 了 。 

分 内 容 中 的 “和 鼎 换 定理 ”十 分 慢 要 ， 也 非常 有 用 。 
读者 应 该 总 结 一 下 它 的 用 处 。 常 常 有 人 搞 不 疏 线 性 相关 和 线 
这 商 个 时 此 本 的 慨 念 ， 因 而 也 让 不 会 济 断 一 个 向 景 组 
是 否 线 生 相关 。 读 者 不 妨 这 样 来 理解 定义 : 给 出 向 量 组 cl， 
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,2 如果 能 由 等 


Rod 二 Rs 一 
仿 或 立 ， 数 RlRa ,来 ， 那 么 向 茧 
组 cisca ; 训 兴 上 面 的 等 式 成 立 ，R Ra， ， 
上 ,必须 全 是 零 ， 那 么 向 C404，"… Ur 线性 无 关 。 
基 、 维 数 、 华 标 这 部 分 内 容 很 重要 ， 因 为 各 个 其 体 的 向 


划 ， 尽 管 各 有 自己 的 届 性 ， 但 是 ， 乞 们 又 都 符合 疝 量 空 
义 的 要 求 ， 因 而 必然 共同 性 质 。 把 这 些 共性 玛 出 来 
找到 一 个 研究 向 基 空 问 的 统一 方法 。 讲 向 基 室 问 的 基 、 
和 闽 量 的 坐标 就 是 为 了 给 研究 向 量 宣 间 提 供 统一 的 工具 
。 这 也 是 代数 学 处 理 问 题 的 一 般 方法 。 理 解 这 部 分 内 
容 本 身 ， 读 者 不 会 感到 什么 困难 ， 可 能 作 终 习 题 的 时 候 ， 由 
于 涉及 线性 相关 性 那 部 分 的 概念 比较 多 ， 因 而 会 感到 不 好 
做 。 但是， 读者 可 以 通过 这 一 帮 分 的 练习 ， 现 固 前 边 所 学 的 
知识 和 概念 。 认 真 总 结 一 下 用 了 以 前 哪些 概念 ， 对 这 些 慨 念 
有 哪些 进一步 的 理解 ， 这 样 总 绪 多 了 ， 对 学 习 会 有 益处 的 。 

学 习 向 量 空间 的 同 构 可 以 把 数 域 矿 上 的 任意 维 向 量 空 
问 都 看 作 F"， 讨 论 起 来 就 具体 多 了 。 

线性 变换 古 这 个 单元 的 重点 ， 首 先 要 搞 清 线性 变换 的 定 
义 ， 不 但 要 记 住 定义 中 的 条 件 ， 而 且 要 掌握 儿 个 重要 线性 变 
换 ， 比 如 单位 变换 〔 8)》 、 位 似 变换 、 平 面 〈 或 空 
间 ) 上 的 旋转 等 等 ， 这 些 简易 的 例子 有 助 于 理解 关于 线性 变 
换 的 -~ 些 讨论 。 线 性 变换 前 不 难 掌 据 ， 但 是 ， 要 弄 清 线 
性 变换 的 和 仍 症 线性 变换 、 线 性 变换 的 积 仍 是 线性 变换 、 数 
有利 线 换 的 纯 熏 积 仍 是 线性 变换 等 事实 的 证 明 ， 从 中 理 
名 换 的 运算 的 实质 。 


: 键 ， 首 


Bd 变 浪 ， 从 济 在 线性 变换 和 矩 
阵 之 闻 建 立 一 一 对 应 关系 ， 于 是 能 把 线性 变换 的 讨论 转化 到 
气 阵 上 。 册 于 竹 阵 比较 具体 , 和 读者 要 


间 的 关系 是 相 介 的 ， 从 而 下 电 了 标准 形 的 问题 。 初 学 的 该 震 


只 需 要 了 解 什么 8 
阵 的 标准 形 就 不 必 深 究 了 。 
线性 变换 (或 害 阵 》 的 特征 根 和 特征 向 量 ， 不 仅 在 代数 
学 里 ， 而 且 在 其 他 学 科 《如 常 微分 方程 》 蜂 ， 都 占 着重 要 的 
地 位 。 读 者 一 和 征 根 和 特征 向 量 ， 要 党 
握 惩 阵 的 竺 征 根 和 特 的 定义 ， 往 意 它 们 之 问 询 联系 和 
区 别 。 全 于 级 狂人 队 的 半生 导向 虽然 计算 
上 没有 秆 么 困难 ， 但 是 不 可 忽视 求法 的 理论 推导 。 
八 欧 几 里 得 空间 为 它 的 线性 变换 
这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《 高 等 代数 》 的 第 九 间或 张 
和 的 第 八 音 。 用 放 主 要 入 让 人 全 本 
结构 和 它 的 主要 线性 实 换 一 一 正 交 变换 和 对 称 变换 。 学 
Pai 的 时 候 ， 要 抓 企 “上 起 识 ” 这 个 概念 。 内 积 是 什么 ? 
实际 上 它 是 一 种 对 应 规则 ， 给 实数 成 上 钢 量 空间 赦 的 任意 两 
个 加 是 本 加 一 个 实数 ， 记 作 (a,)。 这 是 推广 了 的 映 
3 | (&,B)=( 8,4)， 线性 


i 淮 形 就 可 以 了 ， 至 于 怎样 决定 矩 
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向 时 ， 我 们 也 把 两 身 量 c,B 对 应 的 实数 (c, 8) 时 做 c, 8 的 内 
积 。 二 者 虽然 用 同一 个 名 称 , 在 使 用 的 时 候 ， 是 不 会 混淆 的 。 
实数 域 呈 上 的 向 量 空间 广 有 了 内 积 ， 就 可 以 变 成 欧 几 里 得 空 
间 。 利 用 内 赛 可 以 定义 中 向 量 的 长 度 、 两 个 非 零 向 量 的 夹 
龟 。 这 样 ， 我 们 记 讨 论 的 欧 几 里 得 空间 和 解析 见 何 中 的 二 
维 或 三 维 空间 有 了 很 类 似 的 性 质 、 都 是 带 有 度量 的 向 量 空 
闻 。 

在 学 习 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 结构 的 时 候 ， 必 须 搞 清楚 
怎样 用 矩阵 刻画 欧 几 里 得 空间 里 的 内 积 ， 并 且 牢 记 内 积 关于 
殉 几 里 得 空间 某 一 取 定 基 的 矩阵 是 对 称 矩 阵 。 特 别 要 注意 网 
几时 得 空间 中 取 定 的 内 积 关 于 空间 不 同 基 的 矩阵 是 不 同 的 ， 
这 些 矩 阵 之 问 的 关系 是 合同 的 。 这 个 问题 类 似 于 讨论 一 个 固 
定 线性 变换 关于 空间 不 同 基 的 矩阵 是 相似 的 。 学 习 的 时 候 可 
以 前 后 对 照 着 考虑 。 如 果 在 欧 儿 里 得 空间 里 可 以 选择 正 交 基 
或 标准 正 交 基 ， 那 么 ， 不 仅 空间 中 的 每 个 向 量 可 以 用 它 关 于 
这 个 正 交 基 (或 标准 正 交 基 ) 的 坐标 来 代表 ， 而 且 空间 中 任 
意 两 个 向 量 的 内 积 也 可 以 用 两 个 向 量 对 应 的 坐标 乘积 的 和 给 
出 。 这 样 一 来 任意" 维 欧 几 里 得 空间 都 可 以 看 成 RR 了 ， 给 
我 们 研究 任意 4 维 欧 几 里 得 空间 提供 了 方便 。 因 此 ， 决 定 一 
个 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 正 交 基 是 极其 重要 的 。 这 个 问题 解 
决 的 比较 圆满 ， 和 任意 给 维 欧 几 里 得 空间 玉 一 组 线性 无 关 的 
向 量 ， 都 可 以 把 这 组 向 量 正 交 化 ， 从 而 得 知 有 限 维 欧 几 里 得 
空间 一 定 有 正 交 基 ， 当 然 也 就 有 标准 正 交 基 了 。 关 于 这 部 分 
内 容 ， 读 者 一 定 要 掌握 “ 正 交 化 方法 ”， 并 且 搞 清楚 它 的 理 
论 推导 。 

在 欧 几 里 得 空间 中 定义 了 向 量 的 长 和 两 个 非 零 向 量 的 夹 
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角 以 后 ， 有 许多 性 质 类 似 于 解 白 几何 里 讨论 向 量 时 候 的 性 
质 。 读 者 在 学 习 的 时 候 ， 应 认真 地 对 比 一 下 ， 这 样 既 可 以 加 
深 对 概念 的 理解 ， 又 可 以 体会 到 某 些 概念 推广 后 的 威力 。 数 
学 理论 的 发 展 有 不 少 工作 是 属于 推广 方面 的 。 

欧 几 里 得 空间 中 主要 的 线性 变换 是 正 交 变 换 和 对 称 变 
换 。 自 学 的 时 候 , 要 注意 抓 住 它们 各 自 的 特点 ,特别 是 它们 对 
应 的 矩阵 的 特点 。 正 交 变 换 对 应 的 是 正 变 上 矩阵， 对 称 变换 对 
应 的 是 对 称 矩 阵 ， 这 两 种 矩阵 在 线性 代数 中 应 用 最 多 ， 读 者 
可 以 有 意识 地 注意 一 下 它们 各 自 的 作用 。 

这 个 单元 的 内 容 学 起 来 会 感觉 比 前 一 章 容易 些 ， 主 要 是 
因为 欧 见 里 得 空间 是 解析 几何 中 普通 空间 的 挫 广 ， 许 多 性 质 
都 比较 容易 理解 但 是 ,也 容易 受 妥 知 识 的 束缚 。 比 如 两 个 向 
量 正 交 是 垂直 概念 的 推广 ， 在 玫 何 里 不 能 说 零 向 量 和 任意 向 
量 垂直 ( 按 两 向 量 的 夹 角 是 90" 就 说 这 两 个 向 量 垂直 )， 但 是 
在 欧 儿 里 得 空间 里 ， 零 向 量 和 任意 向 量 正 交 。 读 老 可 以 自己 
归纳 一 下 ， 一 般 欧 几 里 得 空间 里 有 哪些 概念 、 性 质 是 几何 空 
间 里 某 些 概念 、 性 质 的 推广 ? 推广 后 是 天 有 不 同 的 地 方 ? 作 
这 种 练习 对 初学 者 是 很 有 益处 的 。 


九 二 次 型 和 对 称 和 矩阵 


这 个 单元 包括 北大 数 力 系 编 《 高 等 代数 》 的 第 五 章 和 第 

九 章 第 6 节 ， 或 张 禾 瑞 编 《 高 等 代数 》 的 第 九 章 部 分 内 容 。 
读者 主要 掌握 以 下 内 容 : 

关于 二 次 型 和 它 的 矩阵 ， 必 须 搞 清楚 每 有 一 个 二 次 型 就 

有 一 个 唯一 殴 定 的 矩阵 和 它 对 应 ， 反 过 来 ， 每 有 一 个 对 称 抢 

阵 也 唯一 地 决定 一 个 二 次 型 。 这 种 一 对 一 的 关系 可 以 把 二 次 
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昏 的 研究 转化 成 为 矩阵 的 问题 。 

非 蜗 化 线性 替换 用 竹 阵 表示 ,可 以 写 威 怀 = 一刀， 其 中 己 
是 殉道 矩阵 。 

这 个 单元 的 主要 问题 是 二 次 型 在 非 退 化 线性 起 痪 下 怎样 
化 简 ， 主 要 定理 就 是 

数 感 玉 上 任何 二 次 型 在 非 退 化 线性 替换 下 ， 可 以 化 成 

Crt Cx em tO, re 

定理 也 叫做 化 二 次 型 为 标准 型 的 定理 。 
未 淮 玲 的 叭 一 性 河 题 仅 在 复数 域 和 实数 域 上 讨论 ， 这 一 
部 分 重要 的 结果 是 实数 域 上 二 次 型 的 殿 性 定律 。 

读者 学 习 上 述 几 个 问题 一 定 要 随时 注意 二 次 型 和 矩阵 的 
对 应 关系 ， 关 于 二 次 型 研究 的 某 些 结果 能 “翻译 ”到 和 抢 阵 
上 ， 反 过 来 也 可 以 做 。 

关于 实数 域 上 的 二 次 型 还 有 两 个 问题 也 很 重要 。 第 一 ， 
实 二 次 型 可 以 经 过 可 道 线性 蔡 换 苹 一 避 F 、《〈 其 中 忆 是 正 交 
甜 阵 ) 化 成 


这 个 


Aytt ay + + Anye 
其 中 ha,… ,4 是 实 二 次 惜 的 矩阵 的 特征 根 。 这 个 问 题 的 
讨论 正 是 解 斩 几何 上 二 次 曲线 《或 二 次 曲面 》 经 坐标 辖 的 旋 
转化 到 主轴 上 的 推广 。 用 矩阵 语言 豆 以 这 样 叙 述 ， 对 于 任意 
#4 阶 实 对 称 和 矩阵 4， 都 存在 一 个 ” 阶 正 交 矩阵 世 使 
A 


A 
U’*AU= » 


2 
其 中 ,4。,…,4, 是 4 的 全 部 特征 根 。 
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第 二 ， 关 于 正定 实 二 次 型 ， 读 者 主要 拿 提 正 定 二 次 型 的 
圣 上 和 常用 的 兰 定 条 件 。 
十 自我 测试 题 
1， 设 /是 4 到 也 揭 一 全 胀 射 ，9 是 用 到 4 的 一 个 喘 
射 。 如 果 1 9=7a， 证 明 ， 了 是 满 射 ，9 是 单 射 。 


2 设 n 阶 行列 式 
lia? 0 0…0 0 0 


0 0 00 
证 明 ， (1》 D-DD,.,=a*(D, -Dos)y 
《2 ) 胃 数 学 归纳 法 计算 DD,。 
3. 如 梁 线 性 方程 组 


GZ1 十 Gaisga 十 
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4.。 《1) 设 /(z) 是 复 系数 多 项 式 ，d(z) = (J(z) ， 
矿 (z))， 
证 明 ， 实 数 < 是 F(z) 的 根 *= >c 是 d(z) 的 根 ， 

《2 ) 如 果 A(z) 1f Cz)gCx)， 汉 h(x) 能 否 整 除了 (x)? 
试 举例 说 明 。 


5。 把 矩阵 
1 1 -1 
4-| 3 -1 1 
-3 1 0 


写成 初等 矩阵 的 积 ， 并 求 出 它 的 逆 矩 阵 。 

6， 设 大- {(.% sa,s ER } ， 

《1) 证 明 ， 对 于 矩阵 的 加 法 和 纯 量 乘法 来 说 ， 洲 作成 
实数 域 R 上 的 向 量 空间 ; 

(2 ) 求 自 量 空间 让 的 基 和 维 数 。 


了 1 
7. =e | rayvzsE 中 
Is 
-1 1 0 
《1 ) 证明; 7 一 | 1 | "| 0 "| 1 je 
1 -1 1 


的 一 个 基 ; 


1 0 0 
《2 ) | 0 四 1 四 0 |, 求 {e222s} 


oo 


{1,972,773} 的 基 过 渡 和 矩阵， 
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《3) 求情 ?中 分 别 在 基 {e. ,sayesj 和 基 人 727 下 有 
相同 坐标 的 向 量 ， 

(4) 设 0 是 RR* 的 一 个 线性 变换 ，o 关 于 基 {71,7,,7,》 
的 撼 阵 是 


人 0 1 
A=~il 1 0 
(is 1 


求 0 关 于 基 {e1,82,5s} 的 矩阵 ; 
《5) 求 0 的 象 空间 和 核 空间 。 
8， 设 cl,ca:…,q 是 数 域 F 上 "纵向 量 空 间 矿 的 一 组 
向 量 ， 证 明 ; 
ai.ca mo 作成 广 的 一 个 基 的 必要 充分 条 伞 是 : 
y=La OL DDI), 


其 中 41,4:,4s 是 -4 的 全 部 特征 概 。 
10， 设 玉 是 实数 域 尺 上 的 向 量 空 间 ， 丸 可 看 作 丸 上 向 量 
宏 间 ，0 是 坟 到 民 的 一 个 线性 映射, 令 历 =Kero, 玉 天 {0} 且 
的 


EVs 

证 明 ，() 广 省 伍 一 向 量 2 可 写成 61 &6o, 其 中 RC RR 

(2) VY =WOL(E0). 

11. 设 玉 是 nn 维 欧 几 轩 得 空间 六 的 一 个 子 空间 ， 令 0: 
5 一 > 在 矿 上 的 正身 影 ， 那 么 o 是 六 的 一 个 线性 变换 ， 且 0 
关于 天 的 任 一 标准 正 交 基 的 窍 隆 4 具 性 质 ，-A 一 4 

并 证 明 ， oCOF?+1U- 中?=15cl* VEEF 其 
中 / 是 单位 变换 。 
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常 微分 方程 
马道 路 


一 概 还 

常 微分 方程 这 门 学 科大 体 .上 是 和 微 积分 闻 时 产生 的 。 它 
和 天 文学 、 力 学、 电学 、 生 物 学 、 化 党 等 许多 学 科 有 广泛 的 
联系 ， 在 数学 领域 里 ， 和 其 他 一 些 分 支 相互 渗透 、 关系 密 
切 。 在 现代 ， 它 是 火 党 综合 大 学 或 师范 院 校 数学 专业 重 
要 的 基础 课程 之 一 。 

在 大 学 里 ， 一 般 缉 把 常 微 分 方程 这 门 课 安排 在 二 年 级 
《或 在 第 四 学 期 或 在 第 三 学 期 ) 。 因 为 这 时 候 学 生 已 经 基本 
上 上 学 完了 数学 分 析 、 莹 还 物理 的 力学 和 电学 部 分 、 线 性 代数 
这 几 门 先行 课 ， 学 习 常 微分 方程 ， 要 把 它 的 基本 知识 、 基 本 
理论 和 基本 方法 学 到 手 ， 以 期 能 让 它们 在 其 他 学 科 中 解决 一 
些 最 基本 的 常 微分 方程 问题 ， 也 希望 能 解决 数学 本 身 的 一 些 
理论 问题 ， 为 其 他 学科 芮 定 必要 的 基础 。 

常 油 分 方程 的 内 容 主要 包括 ， 

(一 ) 常 油 分 方程 的 基本 概念 和 定义 ， 

(二) 初等 积分 法 (一 阶 方程 、 高 阶 方程 、 方 程 组 》， 

(三 ) 党 徽 分 方 和 型 论 〈 初 值 问题 的 解 的 存在 瞧 
一 性 定理 、 解 的 延 哲 、 解 对 初 值 或 参数 的 连续 依赖 性 和 可 微 
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性 定理 等 ) ， 

《四 ) 组 狂 方 程 和 线性 方程 组 的 一 般 理 论 ; 

《五 ) 常 微分 方程 理论 的 儿 个 分 支 介绍 

《六 ) 一 阶 偏 微 分 方程 。 

前 四 部 分 是 最 基本 的 知识 ,要 认真 掌握 ,后 两 部 分 可 以 区 
酌 从 略 。 后 面 这 些 理论 告诉 我 们 ， 虽 然 很 多 方程 不 能 求解 ， 
然而 我 们 可 以 从 另外 的 角 嵌 去 认识 它 、 掌 握 它 ， 有 时 不 仅 可 
以 了 解 它 的 局 部 性 质 ， 甚 至 还 可 以 了 解 它 的 全 瑶 。 

自学 数学 首先 要 选择 梁 本 。 现 在 介绍 流行 的 几 种 课本 ， 
赂 如 分 析 ， 供 读者 参考 。 

《 常 微分 方程 基础 》, 丁 同仁 编 ,1981 年 ， 上 海 科学 技术 
出 版 社 出 版 。 属 于 《 大 学 基础 数学 自学 从 书 》。 这 本 书 取材 
精炼 ， 深 入 滥 出 ， 考 虑 到 自学 的 困 维 ， 作 了 一 些 必要 的 启发 
或 搭 述 。 每 章 末尾 有 小 结 ， 可 以 作为 自我 检查 的 标准 。 我 们 
认为 这 本 书 可 以 作为 基本 的 自学 课本 。 

《 常 微分 方程 讲义 》， 叶 彦 谦 编 ,1931 年 ,人 民 教育 出 版 
社 出 版 。 这 本 书 的 特点 是 理论 严谨 ， 注 意 联系 实际 ， 特 别 是 
弹 赞 振动 、 单 摇 振 动 、 抛 射 体 的 运动 方程 ， 人 贯穿 全 书 。 用 这 
些 实例 和 理论 对 比 ， 就 能 看 到 各 章 理论 的 作用 和 应 用 范围 ， 
也 可 以 体会 常 微分 方程 理论 发 展 的 脉络 。 我 们 认为 它 可 以 作 
为 主要 参考 书 。 

《 常 微分 方程 》， 痪 建 盎 ， 王 志 成 编 ，1979 年 ， 湖 南 科 
学 搜 术 出 版 被 出 版 。 这 本 书 取 材 广泛 ， 内 容 夺 富 ， 从 基本 再 
论 部 分 开始 ， 每 章 附 有 一 些 近 代课 题 ， 例 题 和 习题 都 很 多 。 
可 以 参考 。 

《微分 方程 及 其 应 用 》 上 、 下 册 ，M 布朗 苦 ， 张 鸿福 
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译 ，1979 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 这 书 介绍 了 许多 应 用 的 
实例 ， 涉 及 范围 很 广 ， 有 物理 学 、 工 程 学 ,地质 学 、 生 物 
学 、 医 学 、 经 济 学 、 军 事 科 学 等 等 ， 而 且 叙 述 生动 。 因 此 
它 对 许多 部 门 的 读者 都 是 一 本 有 趣 的 参考 书 。 

选 好 课本 和 参考 书 之 后 ， 应 该 根据 课本 的 内 容 制定 比较 
详细 的 学 习 计 划 ， 这 包括 划分 单元 和 按 单元 分 配 学 习 时 间 。 
大 学 数学 系 常 微 分 方程 授课 时 狼 是 76~85， 自 学 可 根据 条 
件 ， 适 当 增 加 。 为 便于 自学 的 读者 ， 我 们 提供 一 个 时 间 表 ， 
作为 参考 。 


常 微分 方程 自学 时 间 安 排 表 


一 基本 概念 12 
一 初等 积分 法 30 
三 基本 月 论 36 
下 线性 常 微分 方程 的 一 般 再 沦 48 |! 
五 线性 常 微分 方程 组 的 一 般 理 准 48 


每 读 一 部 分 ， 都 要 作 适 量 的 习题 。 关 于 《 常 微分 方程 基 

础 》 的 习题 ， 我 们 只 提出 章节 号 ， 不 下 指出 作 狼 儿 个 ， 因 为 

在 编 书 的 时 候 ， 作 者 已 细致 地 考虑 过 习题 的 安排 ， 数量 不 

大 ， 希 望 读者 部 能 做 完 。 个 别 难题 注 明 了 星 号 ， 读 者 可 自行 

人 掌握。 常 微分 方程 讲义 》 的 习题 ,我 们 指出 了 章节 和 是 号 。 

关于 常 微分 方程 理 沦 的 几 个 分 支 和 一 阶 偏 微分 方程 ， 自 

学 的 读者 可 以 根据 个 人 的 自学 情况 ， 安 排 一 定 葛 时 间 进 行 学 
习 。 
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二 基本 概念 


这 个 单元 包括 《 常 微分 方程 基础 > 第 一 章 或 《 常 微分 方 
程 讲 义 少 的 绪论 部 分 。 其 中 交代 本 课程 的 学 习 用 前 、 主 要 


肉 容 ， 引 入 一 些 基本 概念 。 有 些 概念 只 是 初步 介绍 ， 需 要 反 
复学 习 才 能 逐步 深入 理解 。 


读者 不 要 误 认为 这 是 “开场白”， 可 有 可 无 。 事 实 上 ， 
做 分 方程 、 解 、 通 解 、 特 解 等 基本 由 念 ， 这 十 
部 分 。《 党 微分 方程 讲义 》 还 提出 了 学 习 党 
应 注意 的 儿 个 问题 ， 对 目 学 的 读者 更 有 指 S 
从 实际 亲 题 导出 微分 方程 区 时 候 ， 首 先 要 搞 消 想 导 数 、 
导 函 数 、 一 阶 导 函 涩 … 的 欧 理 意义 和 它们 之 间 的 关系 。 以 
力学 问题 为 例 ， 如 果 以 y = f(z) 表示 路 程 ， 那 么 他- 去 示 这 
度 ，g 芝 老 示 加 速度 等 等 ， 把 这 些 用 于 牛顿 第 二 定律 ， 就 电 
下 = {1) 
哥 把 作用 于 系统 的 力 杭 清 苞 ， 也 就 是 ， 共 有 多 少 个 力作 甩 于 
系统 上 《部 乌 力 、 恢 复 力 等 》， 每 个 力 的 数学 表达 式 是 伸 
么 。 在 这 基础 上 求 和 得 到 


F= Br,, (2) 


把 (2 ) 代 入 (1 )， 就 得 到 微分 方程 。 

往往 只 考 庆 主 买 加 素 ， 而 
把 问题 解决 。 比 
心 引 力 ， 而 效 去 空 
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气 阴 力 、 反 力 、 空 气 湿 素 。 

后 ， 可 作 《 常 油分 方程 基础 》 的 习题 1.1 祁 
1.2， 或 《党 微 分 方程 讲义 》《 绪论 》 部 分 的 习题 1、2、 
3、4、7、8。 


三 初等 积分 法 

这 一 部 分 是 《 常 微分 方程 基础 》 的 第 二 章 或 《 常 微分 方 
程 讲 义 》 的 第 一 章 ， 介 绍 一 阶 方程 的 积分 方法 。 这 一 部 分 学 
来 简单 ， 闻 包 括 了 自 出 现 微分 方程 以 来 所 效 得 的 最 主要 的 一 
阶 方 程 的 求解 方法 。 

从 微分 方程 出 现 的 那天 起 ， 数 学 家 们 便 把 主要 精力 放 在 

的 解法 方面 ， 直 到 现在 ， 这 仍然 是 微分 方程 教材 的 中 心 
间 题 之 一 。 本 章 介 绍 的 分 离 变 量 法 、 一 阶 线性 方程 、 全 微分 
方程 是 三 基本 弧 。 让 些 方程 经 过 适当 的 变换 可 以 归于 这 
此 情形 之 一 ， 算 是 问 接 属于 这 种 情形。 现在 把 各 种 方法 分 别 
说 明和 如下， 

一》 分 离 变量 法 ， 这 种 方法 把 两 个 变量 同等 看 待 。 要 
点 是 把 多 个 变量 分 离开 ， 使 它们 各 居于 等 号 的 一 边 ， 然 后 在 
半分 别 积分 。 在 计算 过 程 中 ， 如 果 尖 要 滋 、 除 某 些 因 
不 要 丢掉 某 些 特别 的 解 。 
学 完 这 一 部 分 ， 可 作 《 常 徽 分 方程 基础 》 习 题 2,1， 或 
《 常 微分 方程 讲义 》 第 一 章 第 1 节 的 1 、2 (2)(3)(5)(6)、 
5、6 各 题 。 

(二 ) 一 阶 线性 微分 方程 ， 这 一 部 分 是 《 常 微分 方程 基 
第 二 节 或 《 常 微 分 方程 讲义 》 第 一 章 第 二 节 。 首 
性 非 浊 次 方程 和 齐 次 方程 的 对 应 关系 ， 方 程 的 自 
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由 项 是 零 的 时 候 ， 叫 做 齐 次 方程 ， 自 由 项 不 是 零 的 时 候 ， 是 
非 章 次 方程 。 再 注意 二 者 在 解法 上 的 联系， 这 里 有 两 种 解 
法 。 

解法 一 (《 常 微分 方程 讲义 》)， 设 已 知 对 应 齐 次 方程 
的 通 解 是 C@(z) , 令 非 齐 次 方程 的 解 是 C(z) 四 (>)(CCz) 是 了 
的 通 数 ， 待 定 )》 ， 把 它 代入 方程 ， 使 方程 变 成 恒等式 ， 由 此 
确定 C(z)。 通 常 把 这 个 方法 叫做 常数 变易 法 。 

解法 二 〈《 常 微分 方程 基础 》)， 叫 做 积分 因子 法 。 

这 一 部 分 可 作 《 常 微 分 方程 基础 》 的 习题 2.2,，《 常 微 
分 方程 讲义 》 第 一 章 第 2 节 习 题 的 2 (1)(3)(8) 和 1 各 题 。 

(三 )》 初 等 变换 ， 坐 标 变换 是 很 有 力 的 数学 工具 。 利 用 
初等 变换 解 常 微分 方程 ， 原 则 上 是 适 过 变换 把 不 会 解 的 方程 
化 成 会 解 的 类 型 。 我 们 这 里 只 提出 两 个 类 型 的 方程 ， 齐 次 方 
程 ( 注 意 ， 这 里 的 齐 次 方程 的 定义 和 上 面 所 谈 的 不 同 ) 。 可 
通过 变换 化 成 变量 成 分 离 型 ， 员 努 利 方程 ， 可 以 化 成 一 阶 线 
性 方程 。 读 者 要 注意 ，《 常 微分 方程 基础 》 一 书 把 员 努 利 方 
程 作 为 一 个 习题 给 出 (习题 2.3 的 第 3 题 )》 ，《 常 微分 方程 
讲义 》 一 书 却 是 作为 例题 给 出 的 《第 一 章 第 2 节 ， (18》 
式 ) 。 

这 部 分 习题 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 的 习题 2.3， 或 《 常 
微分 方程 讲义 》 第 一 章 第 2 节 的 2(6)、4、6、7 和 第 1 
节 的 247)(8)。 

《四 ) 全 微分 方程 ( 治 当 方程 》， 这 里 ， 主 要 抓 两 个 问 
题 : 

一 是 判定 ， 在 什么 条 件 下 ， 一 个 方程 是 全 微分 方程 ， 就 
是 在 什么 条 件 下 ， 方 程 可 写成 
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dul(z,y)=0 
的 形式 。 
二 是 求 u(x,y)， 一 般 采 用 待定 函数 法 或 曲线 积分 法 ， 
前 者 使 用 的 更 多 些 。 
这 部 分 习题 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 的 习题 2.4 或 《 常 
微分 方程 讲义 》 第 一 章 第 3 节 的 1、2 、3 (1)(4)(6)(10)。 
(五 )》 积分 因子 。 在 寻求 积分 因子 的 时 候 ， 村 牢记 全 微 
分 方程 的 判定 条 件 。 设 把 微分 方程 乘 以 某 因子 A(r,#) 后 ， 
使 它 变 成 全 微分 方程 ， 也 就 是 
uz,DIM(r ydrt Nr, vdy)=du(z,y), (3) 
我 们 把 全 微分 方程 的 充 要 条件 用 于 ( 3 ) 式 ,就 可 以 去 求 L(z， 
y)。 特 别 是 去 求 k(zx) 型 、k(y) 型 等 特殊 的 积分 因子 ， 而 不 
必死 记 这 些 积分 因子 的 条 件 。 
这 部 分 的 习题 可 作 : 《 常 微分 方程 基础 》 的 习题 2.5， 
或 《 常 微分 方程 讲义 》 第 一 章 第 3 节 的 3 (5)(8)、8 、12 各 
题 。 
有 两 个 问题 ， 清 读者 注意 ， 
第 一 ， 希 望 能 熟练 地 解 题 ， 首 先 要 把 各 类 型 方程 的 特征 
搞 清楚 ， 这 样 才 可 以 在 接触 到 问题 的 时 候 ， 迅 速 地 辨认 它 属 
于 娜 种 类 型 ， 从 而 确定 解法 ， 提 高 解 题 速度 。 
第 三 并 不 是 所 有 常 微分 方程 都 能 用 初等 方法 求解 ， 例 
如 方程 了 =x+ 尹 就 不 能 用 初等 方法 求解 。 这 就 提醒 我 
们 ， 掌 握 可 解 方程 的 类 型 是 重要 的 。 同 时 也 暗示 我 们 下 一 部 
分 一 -理论 研究 的 重要 性 。 
最 后 ，《 常 微分 方程 基础 》 第 二 章 第 6 节 ， 可 作为 阶段 
复习 来 读 〈 其 中 有 的 内 容 ， 在 《 常 微 分 方程 讲义 》 一 书 里 已 
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见 过 ) ， 可 作 习 题 2.6。 


四 基本 理论 

这 一 部 分 内 容 是 《 常 微分 方程 基础 》 的 第 三 章 ， 或 《 常 
微分 方程 讲义 》 的 篇 二 章 、 第 一 章 第 4 节 。 学 习 这 一 章 应 了 
解 的 问题 是 ,为 什么 要 研究 角 的 存在 叭 一 性 定理 ， 从 解 的 几 
何 意 义 进一步 理解 初 值 问题 、 特 解 和 适 解 的 关系 ;第 三 ， 本 
尊重 点 是 比 卡 定 再， 应当 会 将 选 比 卡 序列 。 

下 面 分 述 这 一 章 的 内 容 。 

《一 ) 方向 场 ， 这 都 分 的 目的 大 从 微分 方程 的 几何 意义 
说明 解 的 几何 意义 。 徽 分 方程 


Br = fz) (4) 


的 几 合 意义 就 是 ， 在 FCz, 门 有 定义 的 范围 忆 内 的 每 个 点 已 
(xosyo) 上 ， 给 定 了 一 个 斜 家 是 (zo,V0) 的 方向 ， 于 是 区 域 
号 成 了 方向 场 。 微 分 方程 (4 ) 的 通 解 代表 一 族 册 线 ， 它 们 之 
中 经 过 点 已 0 的 入 线 ， 在 已 处 的 侈 率 是 jzeyso)， 就 是 和 方 
阅 场 所 规定 的 方向 相 切 。 这 一 部 分 的 习题 可 作 《 常 微分 方 算 
基础 》 习 题 3.1 的 第 2 是 或 《 党 微分 方程 讲义 》 第 一 章 第 4 节 
的 2、3 、4 各 题 。 

(二 》 解 的 存在 和 唯一 性 定理 ， 多 数 微 分 方程 不 能 用 初 
等 方法 求解 ， 而 很 多 重要 的 实际 问题 又 需要 我 们 用 微分 方程 
去 描述 ， 也 就 是 用 微分 方程 的 解 去 刻 西 它 。 为 解决 这 个 了 矛 
盾 ， 人 位 日 然 会 想到 近似 计算 。 但 是 假若 很 本 无 解 ， 那 我 们 
去 近似 什么 呢 ? 要 我 们 去 近似 根本 不 存在 的 “微分 方程 的 
解 ” ， 显 然 基 荒唐 的 。 或 者 即使 解 容 在 ， 但 不 路 一 ， 就 是 网 
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一 问题 而 有 很 多 解 ， 这 也 每 于 没有 到 过 的 目标 。 这 议 是 为 人 
么 要 研 究 解 的 存在 乌有 和 叭 一 性 的 原因 。 

所 谓 初 入 问题 ， 就 是 带 有 初始 条 件 的 微分 方程 ， 也 叫做 
村 酒 问题 。 定 理 要 求全 分 方程 右 油 的 画 数 连续 ， 关 且 注 足 李 
薄 希 菊 条 件 。 后 一 条 件 的 作用 是 ， 把 二 元 函数 的 或 差 的 外 
算 ， 化 做 一 元 函 狂 的 变 和 的 售 算 ， 从 而 为 通 步 估算 和 和 优 纸 
数 淮 各 条 件 。 定 于 的 结论 中 肯定 存在 区 辣 的 半 长 是 ， 是 为 
了 保证 肖 近 过 程 中 的 每 步 近似 都 中 不 出 定义 域 去 ， 就 是 我 们 
总 在 有 端 数 1(z,y) 有 定义 的 范围 里 说 话 。 学 习 这 一 部 分 
的 时 候 ， 读 首 应 当 按 a 已 和 a > 总 面 出 两 个 图 形 ， 这 样 就 
能 更 深刻 地 体会 定理 的 条 件 。 

这 定理 的 证 明 过 程 实际 上 是 一 个 近似 计算 法 。 这 个 过 程 
是 由 潜 达 式 


Vins= Pr, ys) 
用 来 由 示 yh+1， 因 此 只 要 yoCz) 有 殉 切 的 定义 ， 便 可 逐次 
束 代 下 去 ， 而 令 u(z) =y。( 给 定 的 初 信 》 总 是 可 以 的 。 

为 什么 要 证 近似 漂 列 的 一 致 收 伍 性 ? 它 能 保证 航 限 运算 
穿 过 积分 号 (im 克 CE 9 一 人 myC66d6)， 


进而 又 可 穿 过 数 符号 《前 起 一 人 7CE 1imb (6) dE， 
为 得 到 恒等式 创造 条 件 。 
这 者 分 的 习 其 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 习 题 3.3 的 1 到 
4 通 ， 或 《常生 分 方程 讲义 》 第 二 音 第 1 节 习题 的 2 、9、 
4 各 题 。 
CE) 解 的 延 折 ， 根 据 解 的 存在 从 一 性 定理 ， 所 得 解 的 
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存在 区 间 是 不 太 长 购 。 一 般 它 只 是 f(r;g) 的 定义 城 厂 中 很 
小 的 一 部 分 。 这 当然 会 使 人 们 不 太 满 意 。 解 的 延 拓 问题 就 是 
为 了 解决 这 个 艺 盾 提出 来 的 。 它 能 解决 两 个 问题 ， 一 个 间 题 
是 把 解 的 存在 范围 拉 长 ， 办 法 是 反复 运用 存在 定理 。 可 以 用 
走路 来 比 唤 ， 从 北京 出 发 ， 用 存在 定理 ， 到 了 保定 ， 再 以 保 
定 作 为 起 点 ， 用 存在 定理 ， 到 了 石家庄 ， 再 到 邯郸 、 郑 州 、 
武汉 ， 虽 然 是 一 节 一 节 地 接 起 来 的 ， 却 是 同一 条 线路 。 这 种 
把 积分 曲线 逐步 拉 长 的 过 程 ， 便 是 解 的 延 拓 。 另 一 个 问题 是 
解 可 以 延 拍 得 和 号 的 边界 任意 接近 。 

这 部 分 的 习题 可 作 《 常 微分 方程 讲义 》 第 二 章 第 2 节 的 
2、4、5 各 题 。 

《四 ) 解 对 参数 《或 初 值 ) 的 连续 依赖 性 ， 以前， 总 认 
为 初 值 ms2 是 定 值 ， 而 微分 方程 -5 一/(z ,又 是 完全 
确定 了 的 。 但 是 ， 从 实际 问题 的 根本 上 考虑 ， 在 推导 方程 的 


时 候 ， 有 此 因素 网 为 不 十 分 确定 ， 或 它 的 作用 不 很 旺 营 ， 而 
被 忽 畴 。 为 了 也 反映 它们 的 作用 ， 有 时 候 把 它们 综合 万 一 个 
参数 1， 纳入 微分 方程 。 这 时 候 , 方 和 就 碾 为 -一 /zh 
的 形式 。 于 是 各 然 产生 这 样 的 问题 ， 当 参数 上 变化 的 时 候 ， 
解 是 否 连 续 变 化 ? 同样 ， 初 从 rsy 是 测量 来 的 ， 不 是 百 分 
之 百 的 准确 ， 我 们 自然 期望 ，zsvg 变 化 不 大 的 时候， 解 的 
变化 不 太 明 显 。 这 就 必须 追问 ， 解 对 初 值 是 否 省 绑 。 总 之 ， 
参数 也 黑 ， 初 信也 时， 都 应 该 大作 “变量 ”， 然 后 分 析 解 眼 
隧 它们 变化 的 情况 。 

解 对 于 初 信和 对 于 参数 的 丙 补 连续 依 才 性 的 定型， 经 过 
变换 可 以 互相 竺 化 ， 记 以 通常 只 证 其 中 一 个 ， 而 把 另 一 个 转 
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化 成 为 已 证 过 的 情形 ， 间 接地 证 明 。 比 较 常 见 的 方法 是 采用 
逐步 逼近 法 。 这 是 比较 容易 想象 的 ， 设 想 方 程 右 端 含有 参数 


d 
请 =f(z,y,H)， 作 逐步 省 近 列 : 


gz 一 加 人 fr ,valr, pA), Hdr, 
0 


然后 证 明 这 序列 一 至 收 敏 。 由 仿 参 朗 最 的 积分 理论 知道 ， 这 
序列 的 一 到 收 合 性 和 不 含 参数 的 祖 应 序列 基本 禄 似 ， 因 此 对 
它 要 求 的 条 件 和 存在 叭 一 性 定理 《 比 卡 定理 ) 极其 相似 。 
《人 党徽 分 方程 讲义 》 的 证 法 是 ， 先 证 明 一 个 引 理 〈 不 等 式 )， 
再 证 明 韦 续 性 ， 这 个 方法 在 近代 带 微 分 方程 定性 理论 中 常用 
到 。 有 许多 书 里 ， 这 六 分 的 中 心 内 容 往往 写成 推论 的 形式 。 

这 部 分 习题 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 习 是 3.4 的 2、1 
或 《 常 微分 方程 讲义 》 第 二 章 第 3 节 的 工 、2 、3 、4 各 是 。 

《五 解 对 参数 〔 初 信 》 的 可 做 性 ， 这 个 问题 《 带 微分 
方 各 基础 》 一 书 的 证 明 ， 是 化 出 函数 的 增 量 和 自 变量 增 量 的 
比 ， 按 导数 的 定义 推导 可 性 。《 党 微分 方程 讲 义 》 的 证 法 
是 用 积分 不 等 式 ， 癌 时 还 介绍 了 。 近似 解 前 概念。 

证 时 蕴 结果 表明 ， 这 此 导数 都 满足 一 个 一 阶 续 性 艇 分 方 
程 。 而 这 些 方程 中 的 每 一 个 ， 都 能 从 原 方 各 通过 形式 求 导 的 
办 法 得 到 。 例 如 ， 从 

Er, 0) ,0), 
两 端 同时 对 求 导 ， 得 
训 [ 江 惫 = 部 00007 


然后 应 用 交换 求 导 顺序 的 有 关 定 理 ， 就 可 得 到 一 个 一 阶 线 竹 
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微分 方程 。 

这 部 分 的 习题 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 习 是 3.4 的 1、 
4， 或 《 党 微分 方程 讲义 》 第 二 章 第 3 节 的 5、6、7?7 各 
题 。 


五 ”线性 方程 和 线性 方程 组 的 一 般 理 论 


因为 高 阶 线性 方程 可 以 化 成 线性 方程 组 ， 记 以 有 的 书 
《如 《 管 微分 方程 讲义 》) 先进 线性 方程 组 前 理论 ， 然 后 作 
为 淮 沦 ， 令 述 高 阶 线 性 方程 的 有 关 结 果 。 这 种 讲法 主 次 分 
明 ， 节 省 篇 幅 。 又 由 于 高 阶 线性 方程 比 线性 方程 组 简单 ， 特 
别 是 ， 针 对 二 阶 线性 方程 ， 就 能 很 清晰 地 次 清楚 基本 规律 ， 
绿 述 也 简单 ， 所 以 有 的 党 先 讲 高 辽 线 性 方程 〈 如 《党 微分 方 
程 基础 》) ， 这 样 讲 法 ， 学 起 来 自然 ， 容 易 接受 。 

《一 ) 高 阶 线性 方 狼 菌 喜 解 结 询 ， 对 一 般 变 系数 《一 般 
要 求 系数 连续 ) 高 阶 线性 方程 ， 主 要 解决 两 个 问题 。 

1。 齐 次 线性 方程 的 通 解 结构 ， 方 程 的 全 部 解构 成 一 个 
2 维 线 狂 空间 ， 它 的 一 组 基底 叫做 基本 解 组 。 为 了 证 明 这 个 
结论 ， 先 把 线性 相关 、 线 性 无 关 的 概念 推广 到 函数 组 上 来 ， 
为 了 判定 函数 组 的 线性 相关 狂 ， 介 绍 了 朗 斯 基 行 列 式 等 轿 

请 注意 问题 的 道 ， 如 果 综 了 基本 解 组 ， 那 么 就 可 以 唯一 
地 确定 一 个 〔 首 项 系数 是 1 的 ) # 险 线性 方程 ， 它 以 这 组 函 
数 作为 基本 解 组 。 

3， 非 齐 次 线性 方程 的 适 解 结 钧 ， 这 个 通 解 可 表示 为 ， 

( 非 齐 次 方程 通 解 ) = (对 应 齐 次 方程 通 解 ) 十 

( 非 齐 次 方程 的 一 个 笋 解 ) 。 
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才 前 一 个 淆 解 ， 可 由 对 应 齐 次 方程 的 通 解 用 常数 变易 
法 求 得 。 

这 一 部 分 习题 可 作 《 党 微分 方程 基础 》 习题 4.3 和 4.5 各 
十， 或 《 常 做 分 方程 讲义 》 第 三 章 第 4 节 的 2 (1) (2) (4)(7)、 
3、4、5、6 各 题 。 

(二) 常 系数 齐 次 线性 方程 ， 常 系数 线性 方程 ， 是 高 阶 
方程 中 解决 移 浪 彻 说 的 一 类 。 解 这 类 方程 的 方法 ， 叫 化 欧 勤 
待定 指数 法 。 就 是 ， 求 形 如 y 二 e。”* 的 解 ， 把 它 代 入 微分 方 
程 ， 就 化 做 4 的 代数 方程 ， 然 后 计算 4， 已 变 成 代数 问题 

。 怎 么 知道 准 有 这 种 形式 的 解 呢 ? 试 分 析 微 分 方程 
yO Hoy Vit +a y= 0, 
其 审 2;(i=1,2,… ,加 1) 是 常数 ， 权 使 
PO EI ta Nz) -map (zz) 十 ao 人) 二 0 
成 立 ， 震 2{z]，92"tz), 9 7) 是 “ 卉 类 项 ”, 在 各 类 函 
数 中 ， 景 明显 的 有 这 种 特性 的 便 是 指数 函数 。 
常 系数 非 齐 次 方程 ， 一 般 可 以 利用 前 画 的 理论 ， 先 求 对 
应 齐 次 方程 的 通 解 ， 然 后 用 常数 变易 法 求 特 解 。 当 自由 项 比 
较 特 殊 的 时 候 ， 比 如 是 多 项 式 、 或 多 项 式 和 指数 函数 的 季 
各， 或 多 项 式 和 三 角 函 多 的 溢 积 等 等 ， 可 先 选 特 解 形式 ， 然 
后 用 待定 系数 法 去 求 它 。 这 样 求解 ， 有 时 候 比 常数 变易 法 简 
单 。 
这 部 分 习题 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 习 题 4.4 各 题 ， 习 
题 4,5 的 第 3 题 ， 或 《 常 微分 方程 讲义 》 第 四 章 第 2 节 的 1、 
2 各 题 。 

(三 》 织 性 方程 级 ， 这 一 部 分 主要 内 容 有 二 点 。 

1， 线 竹 方程 组 的 通 解 结 沟 ， 首 先是 齐 次 方程 组 通 解 结 
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构 ， 在 这 里 ， 引 入 了 和 宪 阵 函数 与 列 向 量 通 数 ， 治 你 把 向 量 函 
数 当 作 通 常 的 函数 〈 只 能 是 形式 地 ! 》 的 时 候 ， 方 程 组 的 缚 
论 和 方程 的 结论 有 些 类 似 。 这 部 分 的 中 心 结论 是 ， 齐 次 线性 
方程 组 的 基本 解 组 是 在 在 的 ， 通 解 就 是 它们 的 线性 组 合 。 同 
料 ， 在 讨论 过 程 中 引进 了 列 向 量 函 数 的 线性 相关、 线性 无 
关 ，、 朗 斯 基 行 列 式 等 概念 。 

至 于 线性 非 齐 次 方程 组 ， 主 要 结论 是 ， 它 的 通 解 等 于 它 
的 一 个 竺 解 和 对 应 齐 次 方程 组 的 通 解 的 和 ， 此 外 ， 它 的 特 解 
可 以 由 对 应 齐 次 方程 的 通 解 ， 用 常数 变易 法 求 得 。 

这 部 分 习题 可 作 《 常 微分 方程 基础 》 的 习题 8.3， 或 《 常 
微分 方程 讲义 》 第 三 章 第 4 节 的 8 、11。 

2 常 系数 线性 方程 组 ， 从 理论 上 来 说 ， 常 系数 齐 次 线 
性 方程 组 的 求解 问题 已 彻底 解决 ， 也 是 求 形 如 y=ce*”( 其 
中 C 是 常数 列 向 量 ，4 是 常数 ， 都 是 待定 的 ) 的 解 ， 把 它 代 
入 微分 方程 组 中 ， 然 后 分 两 步 进行 ， 第 一 步 求 特征 方程 的 
根 ， 第 二 步 求 特征 向 量 和 跟 它 相当 的 运算 《如 果 特 征 根 有 重 
祖 ， 只 求 特征 向 量 就 求 不 出 通 解 》。 

为 了 探讨 解 的 结构 ， 往 往 借 线 性 代数 中 矩阵 4 能 变 成 若 


当 标准 形 了 的 理论 ， 知 道 方程 组 -92_- 4z 经 过 坐标 变换 ， 
能 变 成 方程 组 -9 -- 7y， 这 组 新 方程 包括 若干 互相 独立 的 


水 组 ， 币 每 小 组 的 来 一 个 方程 是 可 以 分 离 变 量 的 一 阶 线性 齐 
次 方程 。 把 这 方程 的 解 代入 倒数 第 二 个 方程 ， 就 得 到 一 个 一 
阶 线性 非 齐 次 方程 ， 又 可 以 解 出 来 。 再 代入 前 一 个 方程 ， 又 
得 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 方程。 这样 一 个 个 推算 ， 一 定 能 把 每 
小 组 解 完 。 这 样 就 有 了 一 条 解 常 系数 线性 方程 组 的 路 线 。 尽 
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管 化 4 为 了 是 很 复杂 的 工作 ， 一 般 不 易 实现 ， 然 而 从 理论 上 
来 说 ， 是 可 以 做 到 的 。 因 而 ， 我 介 可 以 把 常 系数 线性 非 齐 次 
方程 组 的 解 的 结构 分 析 清 楚 。 在 这 基础 上 ， 便 可 以 采用 符 定 
系数 法 去 求解 了 。 

至 于 党 系数 组 性 非 齐 次 方程 组 ， 在 掌握 了 对 应 齐 次 方程 
组 的 通 解 的 基础 上 ， 可 以 用 常数 变易 法 。 或 在 特殊 情况 下 ， 
用 待定 系数 法 求 特 解 。 

这 部 分 习题 可 作 : 《 常 微分 方程 基础 》 的 习题 8.4、8,5， 
或 《 常 微分 方程 讲义 》 第 四 章 第 1 节 的 1、3、4、5 各 

(四 ) 二 险 线性 方程 的 客 级 数 解法 ， 可 以 设想 ， 当 二 阶 
线性 微分 方程 的 系数 是 解析 函数 的 时 候 ， 它 的 解 也 一 定 是 解 
祈 的 ， 也 就 是 可 以 展 成 寺 级 数 。 事 实 上 也 确 实 是 这样。 于 
是 .把 方程 中 的 系数 ,方程 的 解 都 在 y(ro) = yoy (z 二 2 


处 当 作 冤 级 数 ， 然 后 寻求 形式 是 ! (x) = BCsz— 0)" 
的 解 ， 其 中 C，(n=0,1,2,…) 待定 ， 把 它 代入 方程 中 去 ， 
用 比较 局 次 守 的 系数 的 办 法 来 确定 它们 。 在 学 习 或 自己 做 习 
题 的 时 懂 ， 有 两 点 需要 注意 ， 一 是 有 些 数 ， 在 计算 过 程 中 ， 
不 要 急于 算出 来 ， 比 如 2*3， 不 必 急 于 写成 6， 而 写成 3! 的 
形式 ,往往 便于 总 结 规律 ， 以 求 得 通 项 的 表达 式 。 二 是 关于 
震级 数 的 形式 ， 在 常 点 邻 域 所 展 的 级 数 是 通常 的 客 级 数 ， 而 
在 奇 点 邻 域 中 ， 一 般 要 求 广义 宕 级 数 。 

这 部 分 习题 可 作 : 《 常 微分 方程 基础 》 第 五 章 的 习题 都 
可 作 ， 和 如果 时 间 紧 ， 可 只 作 习 题 5.2、5.4 的 1、2、5.,3 的 
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3 ， 或 《 常 宙 分 方程 讲义 》 第 五 举人 第 1 节 的 1、2 、5、 
6 、? 名 题 。 
六 自我 测试 题 
1。 求生 分 方程 zy -9 一 所 = z 的 通 角 。 
2， 求 微分 方程 z*lnzdz+3zzbg2dg=2zbsdz 的 通 解 。 
3， 曲线 的 问 径 和 切线 正 交 ， 并 且 经 过 点 (一 1, 0)， 求 
这 出线 。 
CT > pe 
44， 求 方程 Fir+9x 二 tsin3t 的 道 解 。 
5， 给 出 微分 方程 


《1 y()= 0，R， |zj< 1 ,J 六 1， 试 录 解 的 存在 
区 问 《根据 存在 定理 ) ， 并 计算 近似 解 y0, yi ya ,ys 

《2) y(0)= 1]，R: zl 和 1，0 委 y 委 2， 试 求解 前 
存在 区 间 ， 并 计算 近似 解 yo .v1, Ys。 

56. 求解 微分 方程 组 


dr 
ar 3 2 
G2 


iy 
\ 2 ye 
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聊 方 权 


复数 的 椭 念 起 源 于 十 六 世纪 的 欧洲 ， 当 时 用 一 位 意大利 
的 数学 家 ， 提 出 了 这 样 一 个 问题 ， 如 果 有 一 个 数 的 平方 是 
一 1 ， 数 学 将 会 发 生 什么 伴 的 变化 ? 复数 就 是 从 这 时 候 开 始 
被 引入 数学 领域 的 。 虽 然 在 马 后 很 长 的 一 眉 时 间 里 复数 被 许 
多 人 认为 是 一 种 虚无 缠 织 的 旺 念 ， 然 而 那个 古老 问题 所 显现 
出 来 的 光 辉 的 数学 思想 ， 孝 吸引 了 不 少 后 米 者 的 兴趣 ， 他 们 
对 复数 和 复数 域 上 的 函数 一 一 复 变 函 数 作 了 大 量 的 研究 。 到 
了 十 妃 世 经， 由 柯 西 、 殊 尔 斯 特 拉 斯 、 黎 明 等 著名 数学 家 对 
复 变 函 煞 的 理论 作 了 系统 的 整理 和 发 展 ， 从 而 使 “ 复 变 表 数 
论 ” 成 为 数学 中 一 个 独立 的 分 支 。 近 一 百年 来 ， 复 变 函 数论 
得 到 了 迁 才 的 发 展 ， 而 且 它 和 其 他 许多 数学 分 支 、 其 他 许多 
自然 学 科 建 立 了 越 来 越 广泛 和 密切 的 联系 ， 央 此， 复 变 函数 
论 忆 成 为 目前 多 数理 工科 大 学 中 主要 系 科 的 必修 课程 。 
一 般 院 袍 中 复 变 函数 论 课程 开设 在 三 年 级 上 上 学期， 这 是 
由 于 在 学 习 这 门 课程 之 前 必须 学 完 解 诉 几何 、 高 等 代数 各 数 
学 分 析 三 门 基础 课 。 特 别 是 数学 分 析 和 本 说 程 的 联系 极其 紧 
密 ， 本 课程 的 许多 直 本 是 出 涩 学 分 析 中 相应 窗 念 推广 
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责 来 的 ， 丽 硕 在 学 习 复 变 国 闭 的 周 朵 复习 
知识 是 非常 必要 和 很 有 益处 的 。 

现行 复 变 函 数论 教材 比较 多 ， 但 是 作为 自学 课本 ， 建 议 
使 用 《 大 学 基础 数学 自学 丛书》 中 的 《 复 变 函数 论 革 础 》 一 
书 为 好 。 这 本 书 是 沉 沟 虽 编 ，1982 年 ， 上 上 海 科学 技术 册 版 社 
出 版 的 。 

这 本 书 基本 上 符合 1980 年 五 月 由 教育 部 委托 武汉 大 学 制 
订 的 综合 大 学 “ 复 变 函数 教学 大 纲 ” 的 要 求 。 全 书 篇 幅 虽然 
比较 大 ， 但 对 概念 的 贸 述 ， 定 再 的 证 明 都 极其 详尽 ， 严 访 
并 配 有 大 苦 例 题 ， 对 自学 者 十 分 方便 。 书 的 每 一 章 开 始 ， 对 
这 一 章 的 主要 内 容 和 它 在 全 书 中 的 地 位 作 了 们 要 说 明 ， 这 些 
“开场 白 ” 读 省 应 反复 阅读 。 每 一 章 的 末尾 都 有 有 小结， 概括 
本 章 主要 内 容 ， 并 指明 学 习 本 章 的 时 候 应 注意 的 问题 ， 以 帮 
助 读 着 系统 地 掌握 这 一 章 的 重点 ， 各 章 ， 节 的 后 面孔 有 大 量 
的 习题 和 层 考题 ， 自 学 者 应 尽 可 能 全 部 完成 。 

对 于 习题 和 思考 题 ， 建 议 读者 这 样 来 做 ， 每 学 完 一 节 之 
后 ， 至 少 完成 这 节 全 部 习题 的 二 分 之 一 :经 过 一 次 反复 阅读 
后 ， 应 该 可 以 完成 三 分 之 二 到 四 分 之 三 列 下 少 重 难题 ， 一 
部 分 可 在 学 完 一 章 之 后 来 完成 ， 极 个 别 的 难题 却 需 要 反复 思 
考 ， 甚 至 要 待 全 书 学 完 后 再 求 完 成 。 另 外 有 不 少 习题 往往 有 
多 种 解 小 或 证 法 ， 因 而 做 题 的 时 候 不 要 把 自己 的 思路 局 限于 
习题 所 属 的 章节 。 

《 复 变 函 数论 基础 》 一 书 前 七 章 是 复 变 函数 论 的 基本 内 
窜 ， 初 学 者 可 先 略 去 第 八 、 第 无 两 章 。 建 议 读者 根据 自己 的 
情况 安排 一 个 300 学 时 左右 的 学 习 计 划 ， 比 如 可 以 参 于 下 而 
这 个 表 安 排 自 学 。 
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分 关中 有 关 药 


复 变 函数 论 自学 时 间 安 排 表 


一 复数 25 | 
| 二 钥 术 画 数 35 
| 三 | 届 白 画 数 的 积分 理论 35 
四 。 | 解析 本 有 的 级 数 展 开 ( 包 括 凑 中 旬 习 》 55 
| 五。 | 妆 各 论 和 它 的 应 用 25 
| 大 | 冲 机 开拓 25 
| 上 上。 | 解析 本 数 的 几何 吝 沦 715 
人 入 总 复习 25 


对 于 工科 读者 建议 以 工程 数学 中 《 复 变 函数 》 一 书 为 
主 ， 参 考 《 复 变 函数 论 基础 》 进 行 自学 ， 学 时 数 可 以 减少 三 
分 之 一 左右 。 

下 面 我 们 就 按照 《 复 变 函 数论 基础 》 一 书 中 前 七 章 的 顺 
序 逐 章 加 以 分 析 ， 作 为 原 书 各 章 引 言 和 小 结 的 补充 说 明 。 


二 复 数 
我 们 把 形 如 z+iy 《x、y 是 实数 ) 的 数 叫 做 复数 ， 这 是 
在 研究 二 次 代数 方程 的 解 的 时 候 自 然 引出 的 。 例 如 用 配方 法 
求 甸 二 次 方程 c+ 一 2x+17= 0 ， 可 得 形式 解 1 上 4 一 1。 
它 可 以 看 作 是 一 种 广义 二 次 根 式 ， 它 的 一 般 形式 是 
z+yr 1, 


这 总 是 揽 数 的 原形。 这 种 数 的 
加 出 运算 完全 一 样 ， 只 是 在 
为 脓 积 是 一 1 ， 而 不 是 1 。 
是 作为 方程 2* 7 1 = 0 的 一 合格 
典 音 位 i 。 

方程 x*+ 1 = 0 的 男 一 个 福 一 ;可 叫做 其 思 碟 单位 ， 用 
它 构 造 的 复数 z 一 志和 zd4 iy 构成 一 对 共 颖 复数 ， 利 用 记 


号 sz 二 2 到 时 则 的 公开 


轩 刚 运算 规定 为 和 二 次 根 式 芍 
到 一 T 1T 的 时 候 ， 认 
根 自 然 的 ， 因 为 V 一 工 
| 吊 的 记 导 ， 它 就 古 所 谓 


1 ,4 1 (sz 
T=F(2+2), Y=7B(2™ 7) 


在 沟通 实数 和 复数 的 联系 上 起 着 重要 的 作用 。 

复数 的 严格 定义 是 作为 偶数 城 的 元 索 给 是 的 ， 这 方面 的 
岂 容 可 在 近世 代数 教程 中 找到 ， 补 读者 可 先 不 去 深究 。 

把 笛 卡 儿 上 坐标 平面 改造 成 复 平 西 ， 并 建立 起 所 数 和 和 揽 平 
而 上 的 点 之 间 前 一 一 对 应 关系 之 后 ， 复 数 不 再 被 看 作 虚 幻 的 
概念 ， 它 有 了 实 实在 在 的 几何 康 型 ， 而 且 复数 的 代数 返 算法 
则 也 得 到 了 胃 殉 的 几何 镶 大 。 

在 复数 中 引入 “ 模 ” 的 概念 ， 同 时 在 复 平面 上 引入 欧 见 
黑 得 “距离 ”作为 模 的 几何 解 寞 ， 这 不 仅 在 复 芍 和 初等 平西 
几何 学 或 平面 解析 几何 学 之 间架 起 了 一 应 桥梁 ， 而 且 更 重要 
的 在 于 它 是 以 后 极限 松 念 的 小 础 。 

很 好 地 了 解 复 数 辆 角 的 多 值 狂 和 周期 性 是 十 分 重要 的 ， 
这 不 仅 有 助 于 我 们 理解 为 什么 任意 一 个 复数 弄 = 次 方 将 有 
个 横 ， 并 且 记 为 以 后 了 解 多 值 函 数 的 本 质 作 好 了 准备 。 
集中 引入 一 个 特殊 数 一 一 无 穷 大 ， 这 并 不 是 御 么 
标新立异 的 想法 ， 而 只 是 蔡 望 无 穷 大 部 有 办 复数 共有 更 多 的 


证 。 这 一 点 罕 引入 复数 球面 、 并 用 球 极 投影 的 方法 建立 了 
大 药 玫 何 原 理 一 一 复 殖 面 上 的 无 穷 远 点 复数 或 球面 上 的 
北极 之 后 ， 就 变 得 容易 理解 了 。 在 以 后 讨论 解析 通 数 的 性 质 
的 时 候 ， 我 们 将 看 到 这 一 规定 也 显得 非常 和 谐 。 

做 本 剖 各 节 习 是 的 时 候 ， 要 尽 可 能 熟悉 和 运用 复数 的 表 
示 法 和 运算 法 。 举 例如 下 : 


例 “ 作 图 表明 清 足 0 <arg- 工 < 于 的 > 点 全 


解 “ 设 则 = -一 。 晤 设 不 等 式 是 <argw< 开 ， 也 可 


表 作 (mw> 0) N(Rew>lnw) ， 其 中 imw>0 等 价 于 


Imw= 吉 (一 可 = 也 


就 是 zz- 1>> 一 (2+ 可 ,化 简 成 lz+1| >>Y 了 3。 由 以 上 扒 
导 可 见 ， 所 求 点 集 就 是 (Rez<0) (z+ 中 之 V2)(92 页 有 
图 中 阴影 部 分 》。 
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最 后 要 注意 复 数 之 间 不 存在 大 小 关系 ， 因 而 也 不 存在 不 
等 式 运算 。 在 复数 中 见 到 的 不 
等 关系 ， 实 质 上 部 是 关于 实数 
给 出 的 。 如 重要 的 三 角 不 等 式 
就 是 关于 复数 的 模 《〈《 这 是 实 
数 ) 给 出 的 。 再 如 上 面 例子 中 
贸 不 等 式 实质 上 都 是 实数 不 等 
式 。 


三 解析 函数 

复 变 函 数 的 定义 和 它 的 极限 、 连 续 、 导 数 、 微 分 等 概 
念 ， 同 单 变量 实 函数 的 相应 概念 在 形式 上 完全 一 样 ， 但 是 实 
质 上 却 有 很 大 的 差别 。 这 些 差别 表现 在 ， 

第 一 ， 一 个 复 函 数 所 表达 的 某 种 关系 等 价 于 两 个 二 元 实 
函数 所 表达 的 对 应 关系 ， 显 然 比 单 变量 实 函 数 的 情形 要 复杂 
得 多 。 从 几何 意义 上 看 ， 复 函数 实现 的 是 平面 点 集 到 平面 点 
集 的 映射 ， 其 间 的 对 应 关系 不 存在 象 单 变量 实 函数 那样 直接 
的 图 象 。 

第 二 ， 揽 函数 的 极限 和 连续 的 模 念 也 同 两 个 -元 实 函数 
的 相应 概念 等 价 。 特 别 是 自 变量 的 极限 过 程 > > ze， 由 于 是 
在 平面 上 进行 的 ， 且 不 受 方 向 和 路 径 的 任何 限制 ， 因 而 比 实 
变量 x 沿 实 轴 趋向 于 某 一 Xo 的 情形 ( 仅 可 能 有 从 左 ， 从 右 或 
左右 振荡 这 三 种 形式 ) 要 复杂 得 多 。 

第 三 ， 极 限 过程 复 杂 ， 必 然 使 导数 概念 复 杂 。 这 表现 
在 ， 两 个 二 元 实 函数 x(z，2) 和 v(x，y) 偏 导数 虽然 存在 
或 可 微 ， 却 不 足以 保证 复 函 数 f(z) 一 #+iu 关于 复 变量 z 可 
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导 或 可 微 ， 而 必须 再 蛋 求 % 和 满足 C 一 尺 条 仁 。 

第 四 ， 在 区 域 上 处 处 可 导 的 复 范 数 就 是 解析 函数 ) 县 
有 许多 重要 性 质 ， 而 一 个 在 多 闻 上 处 处 可 导 的 实 函 数 却 不 能 
保证 具有 任何 类 羽 的 竹 质 。 在 这 里 要 提醒 读者 注意 所 谓 “ 摧 
数 在 一 点 和 解析 ”是 指 函 数 在 这 点 的 某 个 邻 球 内 你 处 可 导 ， 不 
能 误解 为 函数 仅 在 这 点 可 导 。 

第 五 ， 解 析 函 数 的 实 部 和 点 部 实际 是 C 一 尺 方 程 〈 这 是 
一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 ) 或 拉 普 拉 斯 方程 〈 这 是 一 个 二 阶 偏 
微分 方程 》 的 连续 可 答 解 ， 而 在 区 间 上 可 导 的 单 变量 实 函数 
却 仅 是 某 些 常 微分 方程 的 解 。 

第 六 ， 复 函数 导数 的 几何 意义 也 完全 不 同 于 单 变量 实务 
数 的 导数 的 几何 意义 ， 也 不 同 于 二 元 实 函 数 偏 导数 的 几何 意 
义 ， 这 将 在 第 七 章 里 小 还 。 

复 初等 函数 各 以 闻名 实 初等 函数 作为 它们 的 特殊 演 形 ， 
而 且 保 持 了 实 初 等 函数 的 全 部 基本 运算 性 质 。 但 是 读者 要 竺 
别 注 意 复 初等 函数 特有 的 狂 质 ， 指 数 函 数 和 三 角 函 数 的 关系 
以 及 它 的 周期 性 的 产生 ， 对 数 函 数 的 多 什 性 以 及 由 此 引起 的 
对 数 函数 运算 性 质 的 新 含义 ， 反 三 角 洱 数 和 对 数 函 数 、 根 式 
函数 的 关系 ， 和 初等 多 值 函 数 的 单 值 分 支 的 划分 方法 《定义 区 
堪 ， 值 城 和 各 分 支 间 的 相互 关系 ) 。 


四 解析 函数 的 积分 理论 


学 习 这 一 章 首先 要 弄 清 复 积分 的 定义 、 积 分 的 存在 条 
件 、 化 成 实 积分 的 方法 和 积分 的 基本 性 质 。 但 是 这 一 章 的 重 
点 是 认 论 解析 两 数 的 积分 理论 ， 建 议 谈 者 依照 下 述 三 条 线索 
掌握 本 章 的 内 容 ， 
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| 本 积分 公式 
《一 ) 柯 丙 积分 分 定量 | 和 和 高 阶 导 数 。” 次 瑞 拉 定理 ， 


其 中 柯 西 积分 定理 是 解 村 
人 仓 

定理 证 明 应 着 重 田 洲 “解析 ”的 条 御 是 

pe 和 


轩 ,站 均 信和 定 理 理 
(> 条 本 要 信人 和 人 天 雪 本 理 


这 显 包 括 了 用 柯 西 积分 公式 摊 出 的 解析 再 数 的 一 些 重要 性 
质 。 作 为 这 些 性 质 的 应 用 证 明了 代数 基本 完 再 

(三 》 利用 栖 西 可 分 定理 和 和 柯 西 积分 公式 〈 包 括 高 除 导 
数 公式 ) 求 复 积 分 1(z? ,有 (zydz 的 值 ， 这 时 是 以 有 限 


条 简单 分 段 光 滑 闭 曲 线 所 围 成 的 有 界 区 成 刀 的 正 负 边界 ， 
f(z) 在 万 =DDt 工 上 解析 ，R(z) 是 有 理 现 数 ， 在 过 上 过 


si (n= 1, a€D), 
天 12 4 0 (nz1 或 4E 万 
在 解析 函数 理论 研究 中 起 若 生 要 作 用 。 
贯穿 以 索 的 该 心 是 河西 和 分 公式 ， 这 公式 
在 解析 部 数 的 更 沦 研究 各 实 嘻 刘 用 中 都 占有 极 重要 的 地 位 。 
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五 解析 函数 的 级 数 展 开 

实数 项 级 数 、 实 函数 项 级 数 中 相应 的 概念 和 性 质 几 乎 完全 一 
样 ， 但 是 有 一 条 狂 质 却 有 本 质 的 差别 ， 这 就 是 关于 函数 项 级 
数 的 逐 项 可 微 性 。 建 议 谈 省 把 关于 实 级 数 各 复 级 数 逐 项 可 微 
性 的 两 个 定理 行 纳 地 加 以 比较 ， 并 乔 消 楚 柯 琴 积 分 公式 在 证 
且 复 级 数 逐 项 可 微 性 定 更 中 所 起 的 作用。 

这 一 章 的 被 心 是 用 柯 西 积分 公式 导出 贺 域 上 解析 机 数 的 
兴 勒 展 式 和 环 域 上 解析 函数 的 罗 朗 展 式 ， 并 用 这 些 展 式 导 出 
以 下 所 列 钥 析 函 数 的 重要 注 质 ; 

《一 ) 柯 西 不 等 式 〈 这 是 第 二 次 推导 3 

(二 ) 艇 析 函 数 的 斯 拟 兹 积分 公式 和 调和 六 数 的 泊 松 积 
分 公式 ; 

(三 ) 解析 西数 零点 的 扳 立 性 ， 

(四) 解析 画 数 的 唯一 性 定理 ， 

(五 ) 改 立 奇 点 的 分 类 和 和 类 孤立 奇 点 的 特性 ， 

(入) 两 个 重要 的 解析 函数 类 〈 整 函数 和 亚 纯 函 数 ) 的 
主要 特性 。 

读者 必须 从 这 一 之 学 会 把 初等 函数 在 指定 的 区 域 里 展开 
成 为 罕 努 级 数 或 罗 斋 级 数 的 那些 基本 方法 ， 利 用 公式 求 泰 鞭 


展 式 的 杀 数 ; 钊 用 已 知 初等 函数 的 展 式 ( 主 要 是 函数 


1 
王 一 2 

er sinz，cosz，ln(1Lz)，(I+s7) "在 = 一 0 点 的 泰 勤 
展 式 ) 的 变形 ， 天 用 已 知 展 式 前 代数 适 筑 ， 利 用 已 知 展 式 的 
选项 积分 法 和 逐 项 微分 法 :到 用 待定 系数 法 和 级 数 代 入 级 数 
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法 〈 已 知 展 式 的 复合 ) 等 。 
例如 ， 来 -0 二 并 在 2 = 0 的 泰 吉 展 式 。 
的 1 一 1 Ss 下 ” 
方法 一， (1—2) = 人 一 z) -(>: ) 


~ Phat (Clzl<D ， 


+ 


= Skt1)2t (ll <D), 


人 


解析 函数 在 无 穷 远 上 邻 域 里 的 罗 毅 展 式 和 它 在 无 穷 远 点 
的 性 态 的 讨论 是 较 难 掌握 的 两 个 内 容 。 对 于 前 者 一 般 采 用 两 
种 方法 ， 第 一 种 方法 是 ， 无 穷 远 点 的 邻 域 R< |z| 之 + oo 就 
是 以 原点 为 心 的 环 域 ， 这 环 域 上 的 罗 朗 展 式 就 是 在 无 穷 远 点 


令 域 里 的 罗 训 展 式 ， 第 二 种 方法 是 把 / (十) 在 0<|z| < 去 


展开 成 为 罗 计 级 数 ， 再 用 十 代 蕉 展 式 中 的 2 ， 就 得 到 f(z) 


在 无 穷 远 点 的 罗 朗 展 式 。 对 于 后 者 重要 的 是 弄 清 概 念 ， 可 把 
函数 在 无 穷 远 点 的 诞 态 和 在 有 限 孤 立 奇 点 的 相应 的 性 态 进行 
比较 ， 再 对 照 实例 加 深 理解 。 
六 留 数理 论 和 它 的 应 用 
这 一 章 讨论 的 主要 内 容 是 ， 在 积分 路 径 内 部 仅 含 有 孤立 
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奇 点 的 解析 函数 的 积分 问题 。 主 要 方法 是 借助 于 柯 西 积分 定 
理 和 函数 在 孤立 坷 点 的 罗 朗 展 式 ， 再 通过 逐 项 积分 ， 把 求 积 
分 的 问题 转化 成 为 求 函 数 在 各 个 孤立 奇 点 罗 遍 展 式 中 人 旬 一 次 
磊 的 系数 问题 。 这 就 是 留 数 概 念 和 留 数 基本 定理 所 表明 的 事 
实 。 

学 会 了 计算 各 类 弧 立 奇 点 的 留 数 之 后 ， 很 容易 看 出 第 三 
章 里 柯 证 积分 定理 和 柯 西 积分 公式 都 能 用 留 数 计算 法 加 以 验 
证 ,就 是 它们 都 是 留 数 计 算法 的 特殊 情形 ,因而 本 章 所 讨论 的 
积分 法 也 可 以 看 作 是 柯 西 积分 定理 和 柯 西 积分 公式 的 推广 。 

留 数 基本 定理 在 理论 上 的 发 展 之 一 ， 是 通过 讨论 通 数 的 
对 数 留 数 而 确定 函数 在 积分 闭路 内 部 零点 和 极点 个 数 的 差 ， 
利用 这 一 结果 的 几何 解释 就 是 辐 角 原理 ) 推 证 出 的 鲁 葡 定 
理 ， 在 解析 油 数 理论 研究 和 实际 应 用 中 都 起 着 重要 的 作用 。 

留 数 基本 定理 的 直接 应 用 是 计算 实 的 定 积分 ， 读 者 应 着 
重 学 习 这 种 积分 方法 的 本 质 。 建 议 读者 弄 清 以 下 儿 个 问题 

(一 ) 根据 什么 原则 选 定 辅助 被 积 画 数 ? 

《二 ) 根据 什么 原则 确定 辅助 积分 围 路 ? 

《三 ) 消 辖 助 路 径 的 复 积分 是 怎样 计算 的 ? 


七 解析 开拓 


本 章 的 中 心 问题 是 怎样 把 解析 函数 的 解析 性 区 域 扩大 到 
尽 可 能 大 的 程度 ， 从 而 使 我 们 对 解析 函数 的 构造 有 更 深刻 更 
全 面 的 认识 。 

这 里 ， 首 先 要 解决 扩大 解析 狂 区 域 的 可 能 狂 ， 唯 一 性 和 
扩大 的 适 径 这 样 三 个 问题 ， 书 中 对 这 三 个 问题 逐一 作 了 详尽 
的 回答 。 
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其 次 应 该 壹 清 什么 是 一 个 艇 村 函数 的 尽 可 能 大 的 均 术 性 
它 有 针 么 样 的 等 征 ? 扩大 解 术 省 区 域 后 得 到 的 解析 画 
数 之 间 有 什么 联系 ? 可 能 产生 什么 差别 ? 

本 章 为 了 回答 上 述 问 题 引 入 了 解析 元 索 、 解 术 开 拓 链 、 
完 仿 解析 瑟 数 、 自 然 边界 等 概念 。 特 别 是 当 完全 解析 函数 是 
多 拘 时 候 ， 为 了 使 它 和 单 信和 解析 函数 在 让 念 上 统一 起 
来 ， 引 入 了 歼 曼 夯 的 概念 。 黎 最 面 直观 来 说 是 一 种 不 占有 中 
条 空间 的 多 导 连 通 区 域 。 在 禾 曼 面 上 讨论 扩大 解析 函数 的 解 
诉 性 区 城 的 问题 ， 最 终 得 到 笈 一定 是 单 值 完 全 解析 沙 数 。 

在 一 个 光 全 解 祈 男 数 六 2》 的 多 层 黎 曼 曲 面 的 各 层 上 ， 
分 别 取 下 具有 相同 儿 体 位 置 且 互 不 相交 的 区 域 G,,Gs，*… 
(统一 用 G 来 表示 ), 那么 解析 元 素 (G, (2)) (f(z)=f(z) 
26E Gk 二 1，2，…) 这 者 是 G 上 的 单 秆 解析 函数 ， 它 的 每 一 
个 就 中 f(2) 的 单 信和 解析 分 支 。 这 实际 上 是 对 多 信和 完 全 解析 
函数 f(z》 在 特定 的 局 部 区 域 G 上 采取 了 一 种 局 部 单 和 分 解 
的 措施 ， 这 对 于 多 秆 解析 函 数 的 应 用 是 十 分 有 效 的 。 

本 章 介 绍 了 利用 多 值 解析 函数 的 局 部 音 值 分 解 的 方法 
实 函 数 定 积分 问题 ， 它 的 基本 思想 和 第 五 章 里 用 
室 积 分 的 方法 一 祥 ， 它 们 的 差别 在 于 这 里 作为 儿 赴 
被 积 本 数 区 是 一 个 多 信和 解 术 函数 的 局 部 单 值 分 六。 

本 章 内 容 比 较 抽 每 难 慌 ， 读 者 要 本 心地 反复 阅读 儿 次 。 
特别 是 关于 多 什 完 全 解析 削 数 的 黎 曼 面 的 概念 ， 以 及 它 的 局 
部 单 信 分 解 的 方法 ， 更 礁 理解 和 掌握 。 建 议 谈 痢 首先 状 消 
w=14z， z 凤 =W 这 两 个 完全 解 诉 通 数 的 多 值 性 产生 的 原 
阅 ， 歼 癌 闸 是 怎样 依据 解析 开拓 的 方法 而 构造 起 米 的 ， 其 次 
再 结合 在 定 积分 中 的 应 月 ， 菲 济 在 符 定 条 件 下 怎样 选取 局 部 
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芒 洽 分解 的 区 域 ， 以 及 您 样 确定 所 需 的 分 文 在 分 解 区 域 里 各 
点 的 值 。 


八 解析 函数 的 放 何 理论 

这 一 章 讨论 解 六 阔 数 的 映射 《或 者 叫做 变换 ) 问题 ， 主 
要 内 容 可 分 成 两 大 部 分 ， 一 部 分 是 从 理论 上 探讨 映射 的 一 般 
性质 ， 另 一 部 分 是 解析 函数 映射 的 实践 问题 。 

《一 ) 解析 映射 的 一 般 性 质 ， 主 要 有 七 点 。 
解析 函数 把 区 域 映 射 成 区 域 ， 
解析 映射 的 局 部 单 叶 性 ; 
单 计 解 诉 映射 的 逆 映 射 也 是 单 叶 解析 映射 
单 时 解析 映射 的 第 一 类 保 形 狂 ; 
单 叶 解 祈 映射 的 对 称 不 更， 
这 界 对 应 定理 ， 
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这 站 从 质 的 证 明 部 比 : 以 理解 和 掌握 ， 但 基 这 些 福 质 
在 九 术 映射 的 实践 中 起 9 作用 ， 因 而 对 于 这 些 竹 质 所 
述 的 条 侍 和 结论 一 定 要 刑 清楚 。“ 第 一 类 保 形 性 ”是 一 切 具 
有 非 零 导 数 的 解析 函数 的 几何 特征 。 而 与 此 有 关 的 “ 装 动 角 
度 ” 及 “伸缩 率 ” 这 两 个 慨 念 则 揭示 了 非 零 导数 的 辐 角 和 樟 
的 几 僻 意 义 。 这 些 概 仓 都 要 很 好 思 理 解 和 掌握 。 另 外 黎 曼 存 


在 和 唯一 性 定理 是 解析 范 数 几何 理论 的 莫 基 认定 理 ， 它 在 理 
论 研究 应 用 中 都 起 着 极其 重要 的 作用 ， 必 须 引 趣 我 们 


的 重视 。 
(二 ) 解 入 映射 的 实 
数 帮 它 的 复合 所 实现 的 焦 一 


主要 介绍 了 由 初等 解 克 画 
保 形 喘 身 ， 其 中 特别 是 关于 分 
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式 线性 呐 射 的 特性 更 是 作 了 详细 的 论证 。 另 外 还 介绍 了 上 半 
平面 到 多 角形 区 域 的 一 般 映 射 公式 这 一 部 分 内 容 已 超出 大 
纲要 求 的 范围 ， 初 读者 可 先 略 去 ) 。 在 实际 应 用 中 所 谱 到 的 
初等 解析 映射 问题 可 分 成 两 类 ， 一 类 是 已 知 一 个 区 域 号 和 
个 初等 解析 函数 w= 了 (2) ， 怎 样 确定 区 域 D 在 w= 了 (z) 映 
射 下 的 象 区 域 ? 这 类 问题 可 分 两 步 进行 ， 首 先 把 w= 了 (2) 
分 解 成 一 些 基本 初等 函数 的 复合 ， 其 次 按 复合 顺序 逐步 完成 
各 个 基本 初等 函数 的 映射 就 行 。 另 一 类 问题 是 对 于 给 定 的 两 
个 单 连通 区 域 ( 它 的 边界 具有 一 定 的 形状 ) 求 一 个 能 实现 其 相 
互 映射 的 单 叶 解 析 函 数 。 有 时 候 还 附加 一 些 条 件 ， 使 所 求 映 
射 是 唯一 确定 的 。 解 决 这 类 问题 比 上 一 类 难 ， 但 仍 可 以 根据 
原 区 域 边界 的 形状 ， 通 过 一 系列 基本 初等 解析 函数 的 映射 把 
原 区 域 变 成 指定 的 另 一 个 区 域 ， 再 把 这 一 系列 基本 初等 解析 
函数 顺 次 复合 起 来 就 得 到 所 求 。 如 果 另 有 附加 的 叭 一 性 条 
件 ， 那 么 就 应 检验 所 得 函数 是 否 满足 这 一 条 件 ， 或 通过 确定 
所 得 通 数 中 的 某 些 参数 而 使 条 件 得 到 满足 。 这 类 问题 的 解答 
过 程 变化 多 端 ， 需 要 读者 不 断 摸索 、 总 结 。 为 了 做 好 这 方面 
的 练习 ， 污 者 必须 熟练 地 掌握 基本 初等 解析 通 数 的 映射 特 
性 ， 其 中 特别 是 分 式 线 狂 映射 更 加 重要 。 另 外 读者 也 必须 注 
意 解 析 映 射 的 一 般 理论 在 解决 以 上 两 类 映射 的 应 用 问 是 的 时 
收 是 怎样 发 挥 它 的 理论 作用 的 。 


九 自我 测试 是 
《一 》 基 本 题 


1.。 试 解 以 下 方程 ， 并 看 草 图 标明 要 的 位 置 ， 
《t+)》(z 一 1 一 -16，(2) sinz 一 2。 
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2， 试 述 区 数 (2)=w(z,y)+iv(z, 了 在 zo 点 解析 的 
定义 和 种 种 充分 必要 条 件 ， 并 用 所 述 的 充分 必要 条 件 判明 下 
列 函 数 在 > = 0 点 是 否 解 析 〔 每 个 函数 都 只 要 求 用 一 种 方法 
来 判定 就 行 ) ， 

C1) f(z)=2:Rezs (2) f(z) = 


C83) f(z)=e0°, 
3。 计算 下 列 积分 ， 


C1) 了 -| cd, c 是 2 平面 上 不 经 过 0 和 i 
两 点 的 各 种 可 能 的 简单 分 跨 光 滑 闭 曲线 〔 洲 时 拷 方 向 )， 
C2) 了 = 了 1n 人 二 二 4z，c 是 加 局 2| = 2 ( 逆 时 外 


方向 ) ，ln 二 二 二 表示 函数 ln 过 二 二 滑 c 解 检 的 任 一 单 值 分 
支 ， 


dg 


C5) 7 Tay > ot 1 


(4) 7 | 各 后 dz 这 里 1 是 积分 主 信 。 


4。 指明 函数 ?< 《是 下 台数 ) 在 扩充 复 平面 上 的 


全 部 孤立 讨 点 〈 极 点 要 求 指明 阶 数 ) ， 并 求 出 当 4 = 2 时 各 
狐 立 奇 点 的 贸 数 。 

5. 求 以 下 区 域 刀 经 指定 函数 f(z》 映照 所 得 的 象 区 域 
G (要 求 (1 画 出 D 和 G 的 草图 《2 》 要 说 明 G 是 根据 
哪些 映射 性 质 确 定 的 》; 


(1) D，Rez<0，f(z)=VZ (VF 取消 足 条 件 
TY 一 工 一 一 “的 分 支 ) ， 


f(z 了 = 三 二 


《3 D: eso NO insem, 
f(2) = 8inizy 


(4) D: (Imz>0) (z=0",F SL"), 


/= 于 (= + 证) 


6。 求 把 区 域 D，(Rez> 1 (1 一 % >>1) 喘 骨 成 为 
单位 悦 的 音 叶 解析 函数 w= PKz)， 并且 使 PC5) 一 0，f (5)> 
0o。 

(二 》 综合 练习 题 

1。 设 1(z)=u(z,y)+iv(z,5) 在 区 域 D 上 解析, 且 满 
是 关系 式 4 一 v4， 来 证 1(z》 在 D 上 是 常数 ， 

2 f(z) 在 z4 点 解析 ， 且 所 (20 交 0 ， 表示 一 加 ， 
lz 一 | =r《 逆 时 针 方 向) ， 试 证 当 7 足 够 小 时 ， 有 

2 dz 
TD) J Fe) Fo) 

3 设 1(2) == 站 守 和 求 1(z) 在 内 固 域 [2 一 1 <1 上 
的 最 大 并 和 最 小 模 。 

4 设 1(z) 在 区 域 D， (|z| < 站 (lz 一 411 > 和 从 
解 碎 ， 试 证 1(z) 在 内 可 悦 开 斌 为 如下 形式 的 级 数 
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2 


oa FOE Dd, 2), 


DD 内 环 嫉 0，1 两 点 的 任 芒 一 条 简单 光 浓 河曲 线 
4 名 方 向 》。 
f(z) 


5。 设 f(2) 是 束 丽 粕 ， 且 lim- 人 0 ,证明 /(<) 
是 常数 。 
6。 f(z) 和 9(2》 在 区 域内 除 z 点 外 处 处 解析 ， 丽 2 


点 同时 是 /{z) 和 g(z) 的 2 阶 极 点 ， 如 果 有 虑 烈 {zs} 革 DD 
满足 以 于 条 件 ， 《1》zs 直 Zo 但 zz (十 9) ， (2) 
jzD=g9(zD 人 R=1，2，…) ， 试 证 明 诗 厂 -《z 中 上 有 有 
fz) 二 g(z)。 再 讨论 如 困 zo 是 1(z) 和 9g(z) 的 本 性 否 点 ， 上 
述 命题 是 否 还 成 立 ? 《要 说 明理 由 。) 

7. 证 明 在 上 半 平 面 单 叶 解 析 且 把 实 轩 双方 单 优 瑞 申 成 
为 实 轴 的 函数 只 能 是 实 系数 整 线性 函数 ， 就 是 w=az+6 
《4 ，8 是 实效) 。 
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一 概 述 


数学 分 析 讨 论 了 连续 函数 、 它 们 的 微分 和 积分 、 以 及 微 
分 和 积分 的 联系 〈 生 顿 - 菜 布 尼 茨 公式 ) ， 在 那里 ， 有 许多 
问题 未 能 深入 讨论 。 例 如 ， 一 个 连续 函数 能 不 能 处 处 没有 导 
数 ? 不 连续 的 西数 能 不 能 积分 ? 对 不 连续 的 函数 积分 ,牛顿 - 
莱 布 尼 英 公式 是 否 还 能 成 立 ? 用 函数 描写 曲线 ， 曲 线 的 长 度 
是 什么 ” … 在 理论 和 实际 运算 中 ， 常 要 在 积分 号 下 求 极 限 或 
累 次 积分 换 序 等 ， 这 时 对 函数 列 以 及 函数 所 加 条 件 都 比较 苛 
赣 。 对 这 一 类 问题 作 进一步 的 探讨 ， 是 很 有 意思 、 很 有 益处 
的 。 现 已 知道 ， 要 进一步 讨论 的 这 大 多 数 问题 ， 都 需要 把 各 
分 理论 予以 改进 ， 才 好 解决。 因此 实 变 函 数论 多 以 工 积分 作 
为 重点 。 

实 变 函数 论 对 于 进一步 学 习 其 他 课 和 可， 例如 概率 论 、 泛 
函 分 析 、 傅 立 叶 分 析 等 ， 是 必要 的 基础 。 

实 变 函数 论 这 门 课 ， 对 于 初学 者 来 说 ， 抽 象 程度 比较 
高 ， 因 此 ， 一 般 安 排 在 高 年 级 学 习 。 在 现行 教学 大 纲 中 ， 规 
定 了 综合 大 学 数学 专业 《包括 计算 数学 专业 》 的 授课 时 数 是 
85 学 时 ， 另 有 习题 课 每 周 1 学时。 高 等 师范 院 较 数学 系 授课 
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夺 数 是 72 学 时 。 由 于 这 门 课 比较 抽象 ， 所 以 自学 时 间 应 适当 
增加 。 它 的 习题 有 些 也 相当 难 ， 这 桩 的 题目 ， 要 花费 相当 大 
的 时 间 和 精力 ， 才 能 蟹 出 。 

现在 已 出 版 的 实 变 函数 论 教材 有 : 

《 实 变 画 数 与 泛 画 分 析 概 要 》( 第 一 由 )， 郑 维 行 、 王 声 
望 编 ，1980 年 。 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 这 本 书 是 高 等 学 校 试 
用 教材 ， 是 综合 天 学 数学 专业 的 教材 。 条 理 比 较 清楚 。 可 选 
作 自 学 课本 。 

《 实 变 函数 论 与 泛 函 分 析 》( 上 册 》 ， 夏 道行 、 吴 卓 
人 、 严 绍 宗 、 舍 五 昌 编著 ，1978 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 
本 书 在 测度 论 中 先 讲 一 般 铺 况 ， 对 初学 者 来 说 不 易 掌握。 本 
书写 得 比较 详细 ， 例 题 也 较 多 ， 可 选 作 自学 课本 ， 或 作为 参 
考 书 。 

《 实 变 函 数论 》， 苏 联 那 汤 松 著 ， 徐 瑞 云 译 ， 分 上 、 下 
二 册 ，1958 年 ， 高 等 教育 出 版 社 修订 出 版 。 本 书写 的 通俗 易 
懂 ， 适 于 自学 。 但 它 没 有 讲 一 般 的 测度 论 。 现 在 没有 再版 ， 
不 易 买 到 。 如 有 这 书 ， 可 做 参考 。 

《 实 变 表 数 论 》， 江 泽 坚 、 吴 智 泉 合 编 ,1961 年 ,人 民 教 
育 出 版 社 出 版 。 其 中 有 一 个 较 长 的 译 ， 对 于 学 习 实 变 函数 的 
党 义 和 以 后 的 应 用 ， 做 了 比较 详细 鸥 说明， 自学 的 读者 可 作 
参考 。 

实 变 函 数论 的 内 容 包括 以 下 四 部 分 

《一 ) 集 论 ， 

(二 ) 测度 ; 

《三 )》 可 测 函 数 : 

(四 ) 积分 。 

105 


二 集 论 

集 论 包括 一 般 的 你 和 点 集 两 部 分 。 当 然 一 般 集 的 性质 也 
适用 于 点 集 ， 其 中 讨论 集 的 枝 念 、 运 算 、 集 的 映射 、 势 等 。 
点 集 讲 的 是 比较 具体 的 集 ， 例 如 直线 上 的 点 集 #- 维 欧 氏 空 
加 的 点 集 等 。 因 为 在 直线 上 或 n- 维 欧 氏 空间 中 ) 点 间 有 
了 了 虹 离 关系 ， 又 可 讨 沦 有 关 极 限 的 一 些 事项 。 

《一 》 集 的 概念 和 和 运算， 对 于 集 的 概念 我 们 提出 应 注 
意 的 三 点 

1,， 空 集 4 员 不 包含 任何 元 素 ， 但 它 本 鼻 并 不 是 言 之 无 
物 的 。 

2. 定义 有 限 集 的 时 候 ， 希 要 完 承认 自然 数 。 就 实 变 画 
数论 这 门 课程 来 说 ， 这 样 做 是 完全 可 以 的 。 为 了 叙述 方便 、 
空 集 当做 有 有限 集 。 

3. 一 般 谈论 集 ， 都 是 限定 在 其 个 范围 之 内 ， 例 如 在 实 
数 系 里 讨论 某 些 数 集 ， 在 数 直 线 上 讨论 一 切 开 区 间 的 集 等 。 
而 不 是 不 加 限制 的 集 ， 鲍 如 “一 切 集 合 构成 的 集 ”， 因 为 这 
样 会 导致 悖 雇 。 

德 ， 摩 根 定理 在 集 的 运算 中 是 很 方便 而 且 有 趣 的 法 则 ， 
应 该 注意 ， 这 法 则 常 能 使 证 明 变 得 简便 。 

(二 ) 势 和 映射， 映射 是 数学 中 的 基本 概念 之 一 。 上 映射 

f: A™>B 
中 的 / 是 既定 两 集 4、8 间 的 一 种 关系 。 在 这 关系 之 中 ，4 
和 并 不 对 称 。 对 于 4 艇 每 个 元 素 ， 总 有 妃 的 唯一 元 素 和 
它 对 应 ，y= /z)， 然 而 并 不 是 也 的 每 个 元 素 y 必 是 -4 中 某 
个 z 前 像 。 关 于 映射 概念 ， 有 六 点 要 分 辨 清楚 。 
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1。 一 般 来 说 ， 了 只 能 把 4 变 成 妃 的 某 个 子 集 ， 就 是 
[CDA :rE AYCB, 
这 时 候 就 说 “后 把 .4 映 入 吾 肉 ”。 

2。 如果 /(4) = 8， 就 是 4 的 像 充 潢 了 B， 就 黎 f 是 注 
射 ， 注 说 “了 把 4 映 满 B 上 ”。 显 然 如 虹 认 为 是 把 4 变 咸 
f(A) 的 ， 岂 就 是 下 的 自然 信 域 是 了 8， 那么 f 必 然 是 满 庙 。 

3， 如 果 对 于 8B 的 一 个 u，4 中 最 多 能 有 一 个 + 使 得 
jz 一 89， 就 把 F 四 做 单 射 ， 或 者 说 /有 道 映 射 产 :。 这 广 :是 
这 样 一 个 映射 ， 它 的 定义 域 是 了 的 信 域 1 4)， 而 f°! 的 秆 域 
是 4， 当 y=f(x) 《了 (4) 的 时 候 ，f*'(y)=z。 

单 射 叉 时 伍 一 一 喘 射 。 

4. 既是 满 射 又 是 单 射 的 映射 叫 散 双 遇 射 。 

5， 从 集 的 角度 来 说 ， 如 果 先 有 了 两 个 集 4、B， 并 有 
一 一 映射 fj， 使 (4)= 如 ， 就 说 两 集 A 和 8B 成 一 一 对 应 ， 或 
说 .4 和 8B 对 等 。 可 见 一 一 肌 射 和 一 一 对 应 是 不 同 的 概念 。 

6.。 郑 绝 行 、 王 声 诺 编 《 实 变 瑟 数 与 汉 函 分 析 概 枝 》 第 
一 期 第 5 页 第 三 让 中 所 说 的 f"1(B8,),(Bo 忆 SB) ， 表 示 B, 在 
映射 下 的 原 像 .这 是 一 种 表示 集 {7:z 《4,1(z)《 Bo} 的 方 
法 。 这 个 符号 并 不 意 球 着 了 有 逆 映 射 。 可 能 如 o 的 其 个 2 根本 
没有 A 里 的 zx 使得/(x) 二 y， 也 可 能 不 止 一 个 z<(z&《 4) 满足 
f(z)=y， 但 是 不 管 怎样 ， 总 有 

ff BNEB,, ff(A0)) EIA。 

喘 射 这 一 部 分 可 参看 夏 通 行 等 编 的 《 实 变 函数 论 与 泛 菠 
分 析 》 上 贡 。 

势 是 重要 概念 。 德 国 数学 家 康 托 尔 能 证 明 超 限 数 的 存在 
而 不 须 真 前 构造 出 示 限 效 水 ， 这 件 事 足以 说 明 势 这 个 概念 的 
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重要 性 。 
伯 思 斯 坦 定理 是 判断 两 集 对 等 的 重要 依据 ， 应 予 注 意 。 
用 种 与 交 形式 地 定义 集 列 的 上 限 集 和 和 下限 集 是 ， 


TmE,= 六 Ue, 
lng Ne, 


ko a 


用 普通 话说 ， 它 们 的 意思 是 

im, ={z+x 忆 无 限 多 个 E,}， 

lim .={x: 存 在 一 个 h， 使 < 已 cbam 一 12 
这 两 个 集 在 讨论 函数 列 的 收敛 人 的 时 候 非 常 重要 。 

在 集 的 序 性 理论 中 ， 经 常用 到 的 策 莫 罗 选 择 公理 〈 所 调 
撒旦 原则》 以 及 佐 恩 引 理 ， 初 读 的 时 候 可 以 略 去 。 在 证 明 不 
可 测 集 的 存在 和 证 函 范 折 定理 的 时 候 要 用 到 它们 。 

本 章 习 题 可 作 郑 维 行 、 王 声望 纺 《 实 变 西数 与 汉 玫 分 析 
概 机》 第 一 折 第 一 章 习 题 的 1 、2 、4 (i) (站 )、5 到 14 各 
题 


三 测 度 
前 夯 说 过 ， 我 们 希望 改进 积分 的 方法 ， 现 在 回想 过 去 学 
过 的 积分 : 
在 区 间 Ce,6) 上 , 设 有 函数 (x)。 把 区 间 分 成 9 分 ,分 点 是 
aztcCricCzrsc…<zo=b。 在 [ri-，z 站 上 任 了 到 一 点 后， 


散 出 黎 曼 和 ,7(E (zi 一 ze-1)。 然 后 令 小 区 闻 的 最 大 长 度 


sl 


308 


x 二 max(z; 一 ?1-1) 趋 于 零 而 求 极限 。 如 果 这 极限 存 在 
并 和 5,《 [zi-1，z:J 的 取 法 无 关 ， 就 把 这 极限 虽 做 函数 f(z) 
在 C4 ,81 上 的 积分 。 这 里 所 用 到 的 东西 ， 一 是 小 区 间 的 长 
度 ， 二 是 函数 值 。 当 了 (7x) 是 很 好 的 函数 例如 连续 函数 的 时 
乌 ， 积 分 存在 。 我 们 看 到 ， 黎 曼 的 办 法 是 用 小 矩形 的 面积 近 
似 地 代替 曲 边 梯形 的 面积 。 当 函数 不 连续 的 时 候 ， 这 样 代 
替 ， 误 差 就 大 了 。 计 是 不 能 近似 于 真实 的 面积 。 这 就 是 黎 受 
积分 的 弱点 ， 是 许多 问题 不 得 解决 的 主要 原因 。 因 此 想到 不 
要 硬 把 函数 值 差别 很 大 的 《 自 变 数 的 ) 点 混在 一 起 ， 而 用 函 
数值 的 大 小 把 自 变数 的 点 分 类 ， 把 函数 值 相差 不 大 的 点 放 在 
一 起 。 例 如 使 (zx) 的 值 在 y 和 y+ < 之 间 的 那些 点 z 构 成 一 个 
集 ，{x;V 所 f(z)y+ 对 。 这 样 的 集 显 然 和 7 有 关 ， 也 相当 
随意 。 这 时 需要 研究 这 样 的 集 该 怎样 “测量 ”。 就 是 怎样 确 
定 它 的 测度 。 

一 维 空 间 里 ， 开 集 的 构造 比较 简单 ， 因 此 先 讲 开 集 的 测 
度 ， 然 后 定义 闭 集 的 测度 ， 最 后 定义 一 般 可 测 集 的 测度 。 在 
二 维 以 上 的 空间 里 ， 开 集 的 构造 不 象 一 维 情形 那样 简单 ， 要 
想得到 一 类 可 测 集 和 它 的 测度 ， 一 般 的 办 法 是 把 环 上 的 测度 
扩充 。 

通过 这 一 章 的 学 习 ， 首 先 要 和 弄 清 一 维 空间 测度 的 定义 和 
性 质 。 然 后 可 以 一 维和 二 维 空间 作为 模型 乔 清 环 、o 环 ， 环 
上 测度 、 可 测 集 等 。 

广 意 ， 当 从 环 上 测度 予以 扩充 的 时 候 ， 主 要 是 抓 住 了 = 
可 加 这 个 性 质 。 这 是 研究 《函数 列 的 ) 极限 函数 的 可 测 性 和 
可 积 性 所 必需 的 。 

本 掌 习 题 可 作 郑 维 行 、 王 声望 编 《 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 
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一 册 第 二 从 


2 习题 的 1、2、4、5、7 到 13、14 
《i (iD Gy)、15 和 交感 。 


可 测 函 数 


这 是 研究 积分 的 第 二 个 必要 内 容 。 为 了 讨论 积分 ， 要 用 
集 {xz CE,a 志 J(z)<6} 的 测度 (a<b 是 任意 实数 ) ， 这 就 
是 要 研究 能 使 ftzE ,of (7) 迟 6} 可 测 的 说 数 f(x)。 这 就 
是 可 测 函数 前 定义 。 它 可 以 月 简单 函数 区 近 。 因 此 ， 有 许多 
定理 的 正明 ， 常 从 对 简单 函数 的 相应 定 焉 证 起 ， 从 而 使 问题 
简化。 这 是 常 用 的 一 种 方法 。 有 的 书 就 是 用 这 作为 定义 的 。 

可 测 范 数 这 一 章 包 括 三 部 分 ， 

(一 ) 让 质 ， 这 时 讨论 了 几 种 等 价 的 定义 ， 汪 明了 
在 运算 、 取 绝对 值 、 上 、 下 确 界 、 四 则 运算 之 下 仍 得 到 可 测 
收敛 函数 。 

表白 讨 论 攻 列 着 本 类 有 时 更 要 求 一 至 
收敛 往 。 在 实 变 函数 中 ， 维 定 的 函数 列 所 讨论 的 问题 ， 
和 例如 可 测 函 数 
列 的 极限 画 数 的 可 测 疆 就 是 这 样 。 于 是 引入 了 “了 妃 平 妊 处 ” 
收 敏 这 一 饥 念 。 

(二) 可 测 汉 数列 的 收 化 性 : 

这 一 部 分 讨论 孝 数 列 的 各 种 收敛 性 和 它们 之 问 的 关系 。 
主要 介绍 “测度 收敛 ”这 一 概念 。 在 胖 率 论 中 ， 它 就 是 依 概 
京 的 收 敏 。 这 是 比 几乎 处 处 收 伍 要求 更 弱 一 些 前 一 种 农 伍 。 
但 直 有 了 (存在 a.e. 收 敏 的 子 序列 的 ) 黎 斯 定理 ， 就 局 得 
5 六 化 子 序 列 的 要 训 容 妇 实 现 、 

了 积分 之 后 ， 撑 可 以 讨论 平均 收敛 性 。 


《三 ) 可 测 函数 的 构造 

这 一 章 的 重点 是 叶 果 洛 尖 定 至 和 黎 基 定理。 学 完 这 一 章 
后 ， 应 掌握 判定 函数 可 测 的 方法 和 上 面 房 说 的 商 个 定理 。 通 
过 证 明 再 次 体会 集合 论 的 一 些 公式 的 应 用 。 

本 音 习 题 可 作 郑 维 行 、 王 声望 编 《 实 变 函 数 与 泛 画 分 析 
孝 要 》 第 一 册 第 三 章 习 题 的 1 到 6、8、9、11、13、14， 
15 各 题 。 


五 勒 册 格 积 分 
工 ( 荔 贝 烙 ) 积 分 的 定义 ， 右 多 种 方法 。 郑 维 行 、 王 均 望 
详 变 冰 数 与 泛 通 分 析 概 要 》 一 书 采 骨 的 是 先 定义 简单 函 
数 的 积分 ， 然 后 利用 简单 函数 的 积分 ， 来 定义 非 负 可 测 函 数 
的 积分 和 一 般 可 测 函 数 的 积分 。 这 种 方法 ， 比 较 简 便 ， 但 直 
观 性 稍 益 。 为 了 直观 ， 可 以 参看 那 汤 松 车 《 实 变 注 数 论 》 一 


是 本 课程 的 中 心 内 容 。 它 包括 勤 员 格 积 分 的 定 
强 分 序列 的 极限 、 勒 贝 赂 〈 工 ) 积分 和 黎 螺 ( 尺 ) 
了 积分 的 比较 。 健 比 尼 定 理 、 求 原画 数 等 ， 这 些 内容 剖 区 现 了 
勘 员 格 积分 的 优越 性 。 下 面 分 别 介绍 : 

(一 ) 讲 了 勒 由 格 测度 但 论 ， 才 能 说 明 黎 营 可 积 数 的 
范围 。 就 是 一 个 有 界 函 数 ， 当 且 仅 当 它 的 不 连续 点 构成 的 集 
是 一 个 零 测度 集 时 ， 才 是 可 积 的 。 

一 个 有 界 函 数 ， 只 要 可 测 就 必定 上 可 积 。 因 此 ， 在 有 界 
丽 数 中 ， 勤 贝 竺 可 积 的 末 数 比 姥 螺 可 积 前 函数 多 得 多 ， 一 个 
函数 ， 只 要 黎 曼 可 积 ， 就 一 定 勒 中 格 可 积 ， 并 且 丙 种 名 分 的 
盐 相 局 
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《二 ) 无 界 可 测 函 数 的 勤 贝 格 积分 ， 实 际 是 只 有 绝对 可 
积 的 函数 才 是 可 积 的 《或 它 的 正 部 和 负 部 分 别 都 勒 贝 格 可 积 
才 行 ) 。 这 一 点 它 比 黎 曼 广义 积分 要 求 多 些 。 然 而 ， 正 因为 
它 有 更 多 的 标 求 ， 在 讨论 积分 的 性 质 的 时候 ， 才 能 当成 非 负 
函数 去 讨论 ， 从 而 得 到 许多 方便 。 

(三 ) 在 黎 虹 积分 之 下 ， 要 判断 函数 列 的 极限 函数 的 可 
积 性 和 求 慎 的 时 候 ， 经 常 要 假定 一 致 收 化 性 《还 可 减弱 一 
些 ) 。 然 而 在 勒 贝 格 积分 之 下 ， 条 件 要 简洁 方便 的 多 。 在 勒 
贝 格 积分 号 下 了 到 极限 的 结论 ， 有 三 大 定理 ， 这 就 是 ， 

1.。 勒 维 单调 收 敏 定理 

2， 法 杜 引 理 ， 

3。 勤 贝 格 控制 收敛 定 理 。 
这 三 个 定理 是 等 价 的 ， 但 以 不 同 的 形式 出 现 。 定 理 成 立 的 条 
件 都 比较 弱 ， 因 此 使 用 起 来 方便 。 

(四 》 伟 比 尼 定 理 ， 二 重 积分 化 成 累 次 积分 的 问题 ， 黎 
曼 积 分 除 要 求 二 重 积分 存在 外 ， 还 要 求 对 于 每 个 ZE [a，5] 


积分 | /(z ,2dy 存 在 ， 才 能 得 到 公式 
{| fx,y)drdy 一 人 (人 em dy)az, 
ice ° 


EE 
至 于 另 一 黑 次 积分 ， 同 样 还 得 假定 对 于 任何 VE [ec,d]， 
积分 | /2,5) dz 存 在 。 而 勒 内阁 积分 只 可 二 重 积分 存 在 ， 
就 可 朋 二 重 积分 计算 。 条 件 限制 大 大 减少 ， 从 而 使 用 起 来 就 
灵活 多 了 。 

(五 ) 固 变 函数 和 微 积 分 基本 定理 

辕 变 函数 是 很 重要 的 内 容 。 它 对 讨论 丛 分 和 积分 的 关 
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系 、 斯 昔 杰 积分 等 都 极 重 要 ,研究 曲线 求 弧 长 问题 也 用 到 它 。 
这 里 讨论 两 个 问题 ， 一 个 是 轿 变 还 数 的 性 质 ， 一 个 是 函数 的 
微分 和 积分 的 关系 。 贯 穿 全 节 ， 有 一 个 基本 工具 定理 ， 就 是 
维 它 利 引 理 。 

对 图 变 高 数 的 讨论 ， 常 归 为 对 单调 增 函 数 的 讨论 。 凡 是 
涉及 单调 函数 微分 的 地 方 ， 都 用 了 维 它 利 引 理 。 

本 章 习 题 可 作 郑 继 行 、 王 声望 编 《 实 变 函数 与 泛 函 分 析 
概要 》 第 一 册 第 四 章 习 题 的 1 到 5 、7 到 13、22、23 各 题 。 


六 自我 测试 题 
1， 证 明 (1)》 (41UAYS(B1UB,) 
CCdGBDUCdGBn。 
(2) (ANAVIOBINB)C(AOB)) 
U(4GB5:)， 
其 中 4©B=(4~B)U(B 一 4 是 二 集 4,8 的 对 称 盖 。 
2， 已 知 可 测 集 序列 万 ,已 :,… ,下 ,满足 条 件 ， 
Ye>0, 9N>0: mn 时 ， 
1 E.OE, <s, 
试 证 ， 存 在 可 测 集 E， 使 得 lim |EE,| = 0。 
这 里 141 表 4 的 测度 。 “GO” 的 意义 同 第 一 赴 。 
3。 设 f(x) 是 Co,5J 上 的 有 界 可 测 西数 ， 试 证 ， 存 在 简 
单 函 数列 {f(x)}， 一 致 收 鳃 于 f(z)。 
4， 设 f.(*) 是 一 列 ( 实 ) 可 测 函 数 ， 试 证 
{zs lmf.(z) 存 在 } 
是 可 测 集 。 
5。 设 EC00,27) 是 可 测 集 ，81,55,… ,5 是 任意 实 
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数列 。 试 证 


lm ( cos:(nt ~ &)d1=L 1E|, 
2 


Cer 


6。 试 证 函数 Alz)= x? sn 二 当 z6E(0,1]， 
7(0)=0 是 [01 上 的 闻 变 函数 ， 而 9 (z) 一 zsin 二 ， 
当 z6 (0 二 ,9(0) = 0 是 [0,1] 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 但 不 是 
园 变 函数 。 

7.《1) 设 f,(x) EL[e,b],n=1, 2,… 且 
| 7. 一 ACoD1 = 0， 试 证 /,(z) 依 济 收 全 站 /(z)。 

《2 ) 设 f,(z) 《LLa 如 县 满足 条 伯 ， 

Ve>0，36;>0 使 得 当 14| <54 时 ， 

fifth fr) drce, 
又 存在 f(z) 使 得 
Tm fn) -fn ds= 6, 
试 证 ，f(z) 也 满足 条 件 ; 
Ve>0，36> 0， 合 得 当 14| <6 时 ， 
和 rz+ 甩 -ADldz<e。 

8。 试 证 ， 单 调 收敛 定理 ， 法 杜 引 理 和 鞭 贝 格 控制 政委 

定理 三 者 可 以 互 的 
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近世 代数 


一 概 述 

近世 代数 〈 或 抽象 代数 ) 是 大 学 数学 专业 的 基础课 之 
一 ， 它 是 高 等 代数 课 的 继续 和 提高 。 它 主要 研究 数字 、 文 字 
和 更 一 般 元 素 的 运算 规律 ,研究 各 种 代数 系统 一 一 群 , 环 , 域 、 
衬 等 的 结构 和 特性 ， 提 供 研究 抽象 的 代数 系统 的 基本 方法 。 

历史 上 ， 近 世代 数学 是 从 十 九 世 纪 初 发 生 的 ， 仰 罗 华 应 
用 群 的 概念 ， 对 五 次 以 上 代数 方程 是 否 可 以 用 根 号 解 的 问题 
进行 了 研究 ， 并 给 出 完满 的 解答 ， 可 以 说 他 是 近世 代数 学 的 
创始 痢 。 从 那 时 候 起 ， 近 世代 数学 由 萌芽 面 成 长 发 展 。 到 十 
九 志 纪 末 ， 群 以 及 和 它 相 联系 的 不 变量 概念 ， 在 几何 上 、 分 
析 上 、 理 论 物理 上 都 产生 了 重大 的 影响 。 自 1920 年 左右 起 ， 
庄 特 、 阿 廷 和 他 们 的 学 生 使 近世 代数 学 有 了 突飞猛进 的 进 
展 。1930 年 范 ， 德 ， 拟 尔 登 根据 诺 特 和 阿 延 的 讲稿 写成 了 
“近世 代数 学 ”一 书 ， 第 一 次 以 代数 系统 为 主体 ， 综 合 了 近 
世代 数学 各 个 方面 的 成 果 ， 从 而 成 了 代数 学 的 划时代 的 车 
作 。 当 时 ， 近 世代 数学 的 一 些 基本 内 容 已 逐 汤 成 为 每 个 近代 
数学 工作 者 必 备 的 理论 知识 ， 从 此 ， 近 世代 数学 在 数学 领域 
里 的 地 位 发 生 了 变化 。 二 十 世纪 以 来 近代 数学 的 发 展 在 相当 
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大 的 程度 上 和 代数 的 发 展 有 关 ， 同 时 在 其 他 一 些 科 学 领域 里 
《如 理论 物理 学 、 计 算 机 原理 等 ) ， 近 世代 数学 的 基础 理论 
也 有 较 直 接 的 应 用 。 

在 大 学 里 ， 近 世代 数 课 是 高 等 代数 的 后 继 课 。 因 此 ， 一 
最 来 说 ， 只 要 时 间 安 排 得 开 ， 最 好 学 完 高 等 代数 紧 接着 就 学 
近世 代数 ， 否 则 ， 至 多 间隔 开 一 个 学 期 。 大 学 里 讲授 这 门 课 
的 时 间 是 54 或 72 学 时 ， 自 学 自然 要 适当 地 增加 时 间 。 

自学 的 读者 首先 要 选择 好 自学 课本 ， 已 出 版 的 有 : 

《 近世 代数 基础 》， 张 秘 瑞 著 ，1978 年 ， 人 民 教 育 出 版 
社 出 版 ， 

《近世 代数 》， 吴 品 三 编 ,1980 年 ,人 民 教 育 出 版 社 出 
版 ， 

《近世 代数 》， 熊 全 淹 编 著 ，1978 年 ， 上 海 科学 技术 出 
版 社 山 版 。 

近世 代数 课 的 内 容 取 合 范 围 的 仿 缩 性 很 大 ， 因 为 它 既 是 
数学 专业 的 基础 课 ， 又 是 代数 分 支 的 专业 基础 课 。 我 们 建议 


近世 代数 自学 时 间 安排 表 


基本 概念 


群 


环 和 域 
整 环 里 的 两 子 分 解 
域 的 扩张 
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读者 用 张 条 瑞 著 的 《近世 代数 基础 》 作 课本 。 这 里 也 按照 这 
本 书 来 谈 这 门 课 的 主要 内 容 。 这 门 课 主要 讨论 群 、 环 、 域 三 
个 代数 系统 的 基本 理论 ， 大 致 可 分 成 以 下 几 个 单元 ， 为 了 便 
于 自学 的 读者 合理 分 配 学 习 有 时间， 网 时 附 上 各 单元 的 自学 时 
数 表 供 参考 〈 见 第 116 页 下 表 ) 。 


二 基本 概念 


这 个 单元 包括 张 条 瑞 著 《 近世 代数 基础 》 或 吴 品 三 编 
《近世 代数 》 的 第 一 章 。 主 要 介绍 代数 里 常用 到 的 一 些 基本 
概念 一 集合 、 喘 射 、 代 数 运算 、 同 态 和 同 构 、 等 价 关系 和 
集合 的 分 类 等 。 在 高 等 代数 里 对 集合 和 映射 已 初步 讨论 过 ， 
在 这 门 课 里 又 补充 了 一 些 必 要 的 内 容 。 关 于 集合 这 一 部 分 仅 
增加 了 “集合 的 积 〈 加 氏 积 ) ”这 一 概念 ， 它 是 利 用 "个 和 集 
合 4，4:，…，-4. 构 造 出 的 一 个 新 的 集合 4x42x…x 
4={(alaa…yas)|1oi6c 4j， 对 今后 描述 其 他 概念 提供 
了 方便 。“ 觅 射 "的 概念 给 出 了 一 个 较 一 般 的 定义 ， 假 如 通过 
一 个 法 则 $, 对 于 A x As x … x 4, 中 任意 一 元 都 有 了 D 中 唯一 
元 和 它 对 应 ， 那 么 法 则 $ 刚 做 4, x 4,x… x 4, 到 DD 的 一 个 
映射 。 可 以 看 出 ， 原 先 在 高 等 代数 里 定 义 的 “映射 ”是 "一 
1 的 特殊 情形 。 

代数 运算 是 一 种 特殊 的 映射 ， 最 常用 的 是 4x 4 到 A 的 
代数 运算 ， 和 位 称 4 的 代数 运算 或 二 元 运算 。 由 于 代数 运算 可 
以 随意 规定 ， 所 以 不 一 定 有 多 大 意义 ， 但 是 ， 那 些 满足 某 些 
运算 定律 的 代数 送 算 却 是 比较 有 价值 和 的， 通常 的 运算 定律 有 
结合 律 , 交 换 律 , 分 配 律 等 ， 读 者 从 小 学 做 算术 起 对 这 些 运算 
定律 已 经 运用 得 非常 熟练 了 。 但 是 ， 未 必 考 虑 过 这 些 运算 定 
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符 的 重要 有 作用 。 因 此 ， 在 学 习 这 一 部 分 内 容 的 时 候 ， 要 认真 


“ 赴 于 过 世代 数 主要 本 的 对 所 有 代 吾 运算 的 集合， 因 
此 ， 讨 论 的 映射 也 应 考 圳 和 代数 运算 的 联系 。 辐 态 映 射 就 是 
集合 4 到 集合 也 的 保持 代数 运算 的 一 种 也 对 ， 也 就 是 说 , " 设 
A 有 代数 运算 “。”， 了 有 代数 运算 “。”, 和 如 果 A 到 用 的 一 
个 映射 8 消 足 条 件 : 

$lao b=6a)® $6) Va,b€E A, (1) 
就 把 器 做 4 到 也 的 一 个 同 态 映射。 

(各 件 《1》 说明 近 扫 和 家 6 之 的 入 和 先 束 6 之 下 
的 象 再 迁 算 结果 相同 ， 通 党 叫做 “5 保持 运算 ”。 

拓 是 风 辣 这 负 它 是 这 世代 全 中 个 间 过 下 导 的 
念 ， 因 为 可 以 用 它 来 比较 两 个 集合 。 如 果 两 个 在 代数 运算 的 
保全 4 各 同 态 ， 那 么 它们 的 和 代数 运算 相关 联 的 性 质 基本 
上 是 一 样 的 。 

小 卷 在 学 习 的 时 候 可 以 细心 注意 一 个 局 态 满 射 在 比较 两 
个 集合 时 候 的 作用 。 同 构 映 寺 是 加 强 了 的 网 态 满 射 ， 它 要 
求 映射 是 单 射 ， 这 样 一 来 ， 可 以 加 强 比较 两 个 集合 的 作用 。 
读者 认真 罗列 同 态 满 射 和 同 构 对 射 所 起 的 作用 的 异同 ， 这 将 
是 有 益处 的 。 初 学 的 读者 在 学 习 这 两 个 轿 念 的 时候 ， 常 常 抓 
不 住 “ 保 持 运 算 ” 这 一 条 件 的 涵义 。 这 是 正常 的 ,不 必 若 
和 急 。 读 考 通过 分 析 一 些 钠 子 以 及 在 今后 几 个 单元 里 的 反复 应 
用 ， 将 会 逐步 加 深 对 它们 的 理解 。 

在 高 等 代数 里 ， 为 了 讨论 线性 变换 的 矩阵 的 标准 形 ， 用 
# 防 方 众 集合 元 崇 间 的 相似 关系 把 全 体 # 阶 方 阵 分 成 若干 个 
相似 类 ,为 了 讨论 实 二 次 测 药 标准 形 , 用 # 阶 实 对 称 第 阵 集 合 
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元 率 间 的 合 局 关系 把 全 体 4 阶 实 对 称 答 阵 分 成 震 干 合同 类 。 
在 近世 代数 里 把 这 种 分 类 方法 抽象 为 一 般 理论 ， 就 是 讨论 
“等 价 关系 ”和 “集合 分 类 ” 间 的 密切 关系 。 读 者 在 学 习 的 
时 蛋 只 要 对 照 一 些 熟 瑟 芍 例子， 估计 不 会 有 什么 困难 。 

这 一 单元 的 内 容 都 是 今后 学 习 中 将 要 用 到 的 基本 概念 ， 
读者 学 习 的 时 候 可 能 会 感到 桔 燥 无 味 ， 而 且 不 易 掌握 ， 学 后 
觉得 似 懂 非 慷 。 建 议 读 省 不 妨 粗 学 这 一 部 分 ， 很 决 进入 第 二 
单元 的 学习 ， 在 用 到 前 面 的 基本 概念 的 时 候 再 返回 来 学 ， 这 
样 ， 效 果 可 能 会 好 一 些 。 书 上 的 习题 读者 要 认真 做 ， 过 到 
不 会 做 的 题 可 以 神 不 ， 但 是 ， 等 往 下 学 一 段 以 后 一 定 要 补 
上 。 


三 群 

这 个 单元 包括 张 条 瑞 著 《近世 代数 基础 》 或 吴 品 三 纺 
《近世 代数 》 的 第 二 章 。 群 论 是 抽象 代数 的 一 个 重要 分 支 
也 是 一 个 较 十 老 的 分 支 ， 它 的 应 用 是 极 广泛 的 。 在 近世 代数 
这 门 基础 课 里 ， 仅 介绍 群 论 的 基础 知识 ， 有 兴趣 的 读者 在 学 
完 这 门 课 以 后 ， 可 以 继续 学 习 群 论 这 门 专业 课 。 这 里 讲 的 主 
要 内 容 有 群 的 定义 和 基本 性 质 、 群 药 同 态 和 同 构 、 几 种 午 要 
类 型 的 群 、 子 登 和 子 群 的 陪 集 、 不 变 子 群 和 育 群 、 辕 态 基本 
定理 。 

群 是 只 有 一 个 代数 运算 的 代数 系统 ， 通 常 把 群 的 代数 运 
算 叫 莱 法 。 群 的 定义 比较 常见 的 有 丙种。 有 限 笑 可 以 用 消去 
律 来 刻 划 ， 采 用 这 个 定义 用 起 来 要 方便 些 。 证 明 群 前 两 种 定 
义 的 等 价 伺 的 方法 ， 和 发 的 基本 性 质 〈 如 单位 元 的 叭 一 性、 
履 的 任意 元 的 道 元 的 叭 一 乌 》 的 推导 方法 是 代 将 里 的 基本 沧 
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证 方法 。 就 是 从 定义 出 发 经 过 严 将 的 逻辑 论证 ， 并 不 需要 有 
什么 特殊 技巧 得 出 结论 。 读 者 要 认真 领会 掌握 ， 并 且 注 意 在 
推导 过 程 中 得 到 的 一 些 有 用 的 结果 是 今后 经 常用 到 的 ， 例 
如 ， 一 个 左 逆 元 一 定 也 是 一 个 右 逆 元 ， 一 个 左 单位 元 一 定 也 
是 一 个 右 单位 元 等 。 有 时 候 ， 需 要 把 群 的 代数 运算 叫做 加 
法 ， 相 应 地 把 群 的 单位 元 叫做 零 元 ， 把 群 的 任意 元 的 递 元 弄 
做 负 元 。 读 者 必须 适应 这 种 仅 是 符号 〈 或 名 称 ) 的 改变 。 群 
的 元 素 c 的 阶 〈 周 期 ) 是 一 个 重要 概念 ， 借 助 于 这 个 概念 可 
以 讨论 群 的 某 些 性 质 。 

群 的 同 态 和 同 构 是 同 态 和 同 徇 这 两 个 概念 在 群 上 的 应 
用 。 读 考 在 学 习 这 一 部 分 内 容 的 时 候 ， 一 方面 可 以 复习 和 巩 
固 前 一 单元 的 有 关内 容 ， 另 一 方面 要 总 结 同 态 喘 射 和 同 构 映 
射 都 能 保持 群 的 哪些 性 质 ， 并 注意 它们 的 异同 。 

变换 群 是 我 们 讨论 的 第 一 种 具体 的 群 。 变 换 群 在 数学 
上 ， 特 别 是 在 几何 上 ， 应 用 很 多 。 这 里 讨论 变换 群 的 主要 作 
用 是 凯 浅 定理 给 出 的 ， 就 是 任何 一 个 群 都 和 一 个 变换 群 同 
构 。 任 何 一 个 抽象 群 都 可 以 在 变换 群 里 找到 具体 的 实例 ， 由 
此 可 知 任何 一 种 群 都 是 存在 的 。 凯 莱 定 理 给 出 的 结果 在 理论 
上 价值 较 天 。 把 这 个 结果 应 用 到 交换 群 的 一 种 特殊 类 型 一 
置换 群 上 ， 就 可 以 得 到 任何 一 个 有 限 群 都 和 一 个 置换 群 同 
构 。 而 置换 群 又 是 一 种 比较 容易 计算 的 群 ， 因 此 ， 在 置换 群 
中 找 有 恨 群 的 例子 是 比较 方便 的 。 上 面 所 谈 是 这 一 部 分 的 中 
心 内 容 ， 读 者 要 很 好 地 领会 。 同 时 ， 污 者 必须 熟练 掌握" 次 
置换 的 腰 法 规则 。 要 注意 各 种 课本 的 规定 有 差异 ， 就 是 有 从 
左 到 右派 的 ， 也 有 从 右 到 左 弱 的 ， 主 要 是 看 “变换 的 合成 ” 
是 怎样 规定 的 ， 读 者 切 不 可 乱 乘 一 气 。“ 次 置换 的 基本 性 质 
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以 及 把 一 个 + 次 里 换 写成 不 丰 交 的 循环 置换 的 积 都 是 必须 熟 
习 的 基本 知识 ， 今 后 要 经 常用 到 。 

我 们 研究 每 一 种 群 ， 希 望 解决 三 天 问题 ,就 是 在 在 问 
题 、 数 量 问题 、 构 造 问 题 。 对 于 循环 群 来 说 ， 这 几 个 问题 者 
圆满 地 解决 了 。 学 习 循环 群 这 部 分 内 容 的 时 候 ， 读 者 要 抓 住 
这 几 个 问题 的 研究 方法 进行 层 考 ， 因 为 这 些 问 题 的 研究 是 近 
世代 数 里 研究 一 个 代数 系统 的 缩影 。 想 一 想 ， 为 什么 对 变换 
群 和 置换 群 来 说 就 没有 解决 ? 

利用 一 个 群 的 子 集 来 推测 整个 群 的 性 质 是 群 论 中 的 基本 
方法 。 因 此 ， 读 者 必须 熟 记 一 个 群 的 非 空 子 集 作成 子 群 的 条 
件 ， 探 讨 一 个 群 G 的 子 群 媚 能 继承 G 的 哪些 性 质 〔【 比 如 本 
的 单位 元 就 是 G 的 单位 元 ， 循 环 群 的 子 群 仍 是 循环 群 等 ) 。 
还 要 掌握 找 出 子 烙 的 一 般 方法 。 利 用 群 G 的 一 个 子 群 万 来 作 
G 的 分 类 是 “等 价 关系 和 集合 分 类 ”的 论述 结果 在 群 上 的 应 
用 ， 从 而 得 出 子 群 的 障 集 这 一 重要 概念 。 初 学 者 在 学 习 这 一 
部 分 内 容 的 时 候 会 感到 抽象 ， 对 “ 左 陪 集 ” (或 右 障 集 ) 究 
竞 是 什么 ， 搞 不 清楚 。 最 有 效 的 解决 办 法 是 通过 研究 例子 加 
深 对 概念 的 理解 ， 除 去 书 上 所 举 的 典型 例题 外 ， 自 己 再 动手 
做 几 个 钢 子 ， 反 复 推 斋 ， 必 见 成 效 。 利 用 群 G 的 不 变 子 群 N 
作出 忆 的 陪 集 集合 可 以 构造 出 一 个 新 的 群 G/N ,就 是 G 关 于 
入 的 商 群 。 由 商 群 G/N 可 以 推测 G 的 性 质 ， 这 正 是 讨论 不 
变 子 群 和 商 群 的 主要 目的 。 读 者 在 学 习 不 变 子 群 、 商 群 和 同 
硒 基 本 定理 的 时 候 ， 可 以 按 这 目的 先 粗略 读 一 下 ， 然 后 再 返 
回来 认真 钻研 有 关 桥 念 和 一 些 重要 定理 。 这 些 内 容 昌 然 对 初 
学 者 来 说 是 比较 难 的 ， 但 是 ， 在 群 论 上 却 是 非常 重要 的 ， 读 
者 应 给 予 充分 前 重视 。 
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四 环 和 域 


这 个 单元 包括 张 禾 瑞 背 《 近 浊 代数 基础 》 第 三 章 或 吴 品 
三 编 《 近世 代数 》 第 三 章 第 1-5 节 。 主 要 介绍 环 和 成 的 基本 概 
念 和 性 质 ， 氛 及 几 种 最 重要 的 环 和 域 。 

环 是 有 两 种 代数 运算 的 代数 系统 ， 适 常 把 环 的 代数 运算 
叫 加 法 和 乘法 。 可 以 对 比 整 数 环 来 学 习 环 的 定义 和 基本 性 
质 ， 但 是 ， 要 注意 环 的 代数 运算 所 满足 的 运算 定律 和 数 的 运 
算 不 完全 一 样 ， 因 此 就 会 出 现 差异 。 比 如 环 里 可 能 有 零 因 
子 ， 环 的 习 法 可 能 不 满足 交换 律 ， 环 的 定义 条 件 外 再 附加 一 
些 条 忻 就 出 现 交 换 环 、 无 零 因 子 环 、 有 单位 元 环 、 整 环 、 陈 
环 、 域 等 各 类 环 。 注 意 整 杯 的 定义 现在 流行 的 有 不 同 的 两 
种 ， 一 是 如 张 禾 瑞 苦 《 近世 代数 基础 》 一 书 里 定义 的 无 零 因 
子 有 单位 元 前 交换 环 ， 另 一 是 如 吴 品 三 编 《 近世 代数 》 一 书 
里 定义 的 无 零 因 子 的 交换 环 。 两 种 都 可 采用 ， 要 注意 选 定 后 
就 用 到 底 。 在 学 习 各 种 带 附加 条 件 的 环 的 时 候 ， 最 好 同时 记 
住 一 些 例子 作为 背景 ， 这 样 就 不 至 于 混淆 不 清 了 。 多 项 式 环 
是 我 们 重点 讨论 的 一 秆 特殊 的 东 。 主 要 多 决 一 个 有 单位 元 的 
交换 环 尺 上 前 未 定 元 > 的 多 项 式 环 尽 5z] 的 存在 问题 。 初 步 
体会 一 下 从 理论 上 解决 存在 性 问题 的 一 种 方法 。 

环 的 理想 在 环 论 里 的 地 位 和 不 变 子 群 在 群 论 时 的 地 位 类 
但 ， 读 者 除了 要 热 习 理想 概念 和 它 的 重要 的 基本 镍 质 外 ， 着 
重 领 会 一 下 理想 的 作用 ， 也 就 是 可 以 利用 环 由 的 理想 化 构造 
一 个 新 环 尺 / 凶 一 一 环 及 的 模 祥 的 猎 余 类 环 〈 商 环 ) 。 学 习 的 
时 候 可 以 和 群 论 中 的 相应 内 容 作 个 比较 。 

给 了 一 个 有 单位 元 的 可 换 环 及 ， 众 是 尺 的 理想 。 探 讨 一 
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下 嘱 皮 理想 多 ,能 使 尺 / 他 是 一 个 域 ? 绪论 是 ， 忍 /G 是 一 个 域 
的 完 分 必要 条 性 是 凶 是 尺 的 最 天 理想 。 这 一 结论 很 之 要 。 它 千 
诉 我 们 利用 奴 的 最 大 理想 公 可 以 造 出 一 个 新 的 域 丸 1/C 。 这 是 
下 一 个 有 单位 元 的 交换 环 得 到 一 个 域 的 重要 方法 。 给 了 一 个 
无 零 因 子 的 交换 环 人 ， 念 照 自 苑 数 环 构造 有 理 数 域 的 方法 可 
以 得 到 一 个 域 Q， 而 且 使 是 Q 的 子 环 ， 这 又 是 一 种 由 环 得 
到 域 的 方法 。 这 各 构造 新 代数 系统 的 方法 是 近世 代数 里 常用 
的 方法 ， 读 者 应 逐渐 习惯 这 种 方法 。 

无 零 因子 环 的 特征 ( 数 ) ， 是 一 个 非常 重要 的 概念 ， 它 
对 讨论 域 的 构造 起 决定 性 作用 。 由 于 在 普通 数 的 计算 里 不 会 
出 现 基干 个 非 零 元 祖 加 是 零 的 现象， 所 以 初学 者 会 感到 提 措 
不 迁 。 先 承认 在 菜 些 环 里 这 种 现象 确实 存在 ， 将 来 用 多 了 就 
会 理解 的 。 


五 整 环 里 的 因子 分 解 

这 一 单元 包括 张 禾 瑞 闭 《 近世 代数 基础 》 第 四 章 或 吴 品 
三 编 《近世 代数 》 第 三 章 第 6 节 和 第 7 节 。 通 过 这 一 单元 的 
学 习 读者 可 以 体会 从 不 同 的 基体 研究 对 象 的 性 质 怎 样 抽象 
册 它 们 的 共性 ， 从 而 上 天 为 一 般 迎 论 ， 反 回来 用 在 其 他 具 
体 研 究 对 象 上 。 从 开始 讨论 整除 、 迪 元 、 单 位、 相伴 元 、 
真 因子 等 料 念 和 它们 的 简单 性 质 的 了 时候， 就 可 以 对 照 着 整数 
或 多 项 式 类 似 的 概念 和 性 质 来 领会 这 一 精神 。 直 到 学 习 唯一 
分 解 环 的 定义 和 性 质 的 时 候 ， 可 以 看 出 这 些 理论 正 是 整数 处 
或 多 项 式 环 中 整除 性 理论 和 唯一 分 解 定理 的 推广 。 

由 于 判断 一 个 整 环 是 不 是 唯一 分 解 环 是 比较 因 难 的 ， 记 
众 介绍 丽 种 重要 类 型 的 唯一 分 解 环 。 一 种 是 主 理想 整 饼 ， 另 
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一 种 是 欧 氏 环 .事实 上 欧 氏 环 是 特殊 的 一 种 主 理想 整 环 ,由 于 
它 本 身 在 其 他 方面 的 作用 而 把 它 专门 列 为 一 种 。 

讨论 唯一 分 解 环 上 的 多 项 式 环 的 作用 有 二 : 给 出 一 
个 唯一 分 解 环 不 是 主 理想 整 环 的 例子 ， 和 
一 分 解 环 ,但 不 是 主 理想 整 环 ! 更 主要 的 作用 在 于 证 明 一 个 唯 
一 分 解 永 工 上 的 多 元 多 项 式 环 T[z，zs， …， 2 是 一 个 
唯一 分 解 环 。 特 别 是 在 讨论 过 程 中 引入 的 本 原 多 项 式 这 个 概 
念 和 它 的 基本 性 丘 在 今后 学 习 中 是 很 有 用 处 的 。 以 前 在 高 等 
代数 里 判断 整 系数 多 项 式 在 整数 环 上 是 否 可 约 的 时 候 曾 应 用 
过 这 一 概念 。 


六 域 的 扩张 


这 一 单元 包括 张 条 瑞 著 《 近世 代数 基础 》 第 五 章 或 吴 品 
三 编 《 近 世代 数 》 第 三 章 第 8 节 。 主 要 介绍 单 扩 域 、 代 数 扩 
域 、 多 项 式 的 分 发 域 、 有 限 域 和 可 离 扩 域 等 。 这 些 内 容 是 域 
论 的 基础 理论 ， 为 进一步 研究 域 论 作 个 准备 ， 间 时 ， 学 习 这 
一 单元 也 本 以 达到 复习 现 同 前 面 所 学 基础 知识 的 月 的 。 

由 于 任意 域 都 可 以 看 成 它 的 子 域 的 扩 域 ， 它 可 以 册子 域 
添加 若干 元 而 得 到 ， 所 以 研究 域 的 构造 可 以 出 子 域 的 添加 入 
手 ， 也 就 是 从 一 个 给 定苗 域 下 出 发 ， 来 研究 它 的 所 有 由 添加 
得 到 的 域 。 首 先 要 搞 清 楚 ， 伟 么 是 涨 加 域 已 的 扩 域 的 子 集 3 
在 域 亚 所 得 的 扩 域 下 (S)? FF(S) 包 含 哪 些 元 素 ? 特别 地 ， 
当 S={c co， …， cn 前 内 候 ， 已 (ci Qs， on) 一 
五 (cD)R(a:)… 玉 (c) 是 怎样 推导 得 出 的 ? 

单 扩 域 下 (0) 是 最 入 单 的 扩 域 。 由 2 是 下 上 的 代数 元 或 超 
越 元 ， 单 扩 域 (a) 可 分 做 单 民 数 扩 域 和 单 超越 扩 域 两 种 。 
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它们 的 构造 是 完全 清楚 的 ， 就 是 如 果 c 是 F 上 的 代数 元 ,那么 
(asFCz]/Cp(z))， 其 中 p(z) 是 Frx] 的 一 个 唯一 确定 
的 最 高 系数 是 1 的 不 可 约 乡 项 式 ， 并 且 p(a) = 0， 如果 4 是 
五 上 的 超越 元 ， 那 么 (a) 硅 [xz] 的 商 域 。 

给 了 城 ，F 的 茧 扩 域 的 存在 问题 也 辕 满 地 解决 了 。 就 
同 构 意义 来 说 ， 五 的 单 记 起 扩 域 是 唯一 的 ， 的 单 代数 扩 域 
下 (o 也 是 唯一 的 ， 其 中 上 的 极 小 多 项 式 是 F5z] 给 定 的 最 高 
系数 是 1 的 不 可 约 多 项 式 。 由 此 看 来 域 玉 的 单 扩 域 的 构造 、 
存在 、 数 量 三 大 问题 都 解决 了 ， 这 确实 是 不 容易 的 。 

代数 扩 域 和 省 限 扩 域 是 两 种 很 重要 的 扩 域 。 由 于 域 亚 的 
有 限 扩 戚 一 定 是 瑟 的 代数 扩 域 ， 所 以 研究 代数 扩 域 的 构造 等 
问题 就 乳 得 更 重要 。 但 是 ,代数 扩 域 的 构造 问题 讨论 起 来 不 旬 
单 扩 域 那么 简单 .所 涉及 的 内 容 已 超出 本 基础 课 的 范围 ,因此 
就 不 作 讨论 了 。 这 一 单 元 里 有 关 有 限 扩 域 和 代数 扩 域 的 一 些 
定理 是 些 常用 到 的 基本 事实 ， 论 证 的 方法 是 代数 里 的 基本 方 
法 ， 读 者 不 可 忽视 。 

学 习 多 项 式 的 分 虱 域 的 时 候 ， 读 者 抓 住 分 裂 域 的 存在 问 
题 、 唯 一 性 问题 以 及 分 虱 域 怎 祥 起 到 代 营 代 数 基 本 定理 这 三 
个 问题 进行 榨 讨 ， 就 可 以 基本 掌握 这 种 类 型 的 域 。 

有 限 域 又 叫做 仙 罗 华 域 ， 是 一 各 重要 类 型 的 域 。 它 的 应 
用 很 广泛 。 有 限 域 的 元 数 一 定 是 p" 个 ， 其 中 2 是 一 个 素数 。 
这 是 一 个 基本 事实 。 元 数 是 &= 2" 的 有 限 域 的 构造 、 存 在 和 
唯一 注 等 问题 都 得 到 了 解决 。 并 且 有 重要 结果 :有 限 域 是 它 
的 素 域 的 一 个 单 扩 域 。 

可 离 扩 域 是 一 种 竹 殊 的 代数 扩 城 ， 在 这 里 也 不 去 研究 它 
的 构造 ， 而 仅 证 明 X 有 限 可 离 扩 域 是 单 扩 域 。 由 于 对 单 扩 城 的 
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构造 是 清楚 的 ， 因 此 特殊 的 有 限 可 离 扩 城 的 构造 就 解决 了 。 

在 这 一 单元 里 仅 就 一 此 简章 的 扩 城 如 单 扩 域 、 多 
分 异域 进行 了 详细 的 讨论 ， 由 此 可 以 竹 为 体会 到 讨论 扩 域 的 
方法 。 有 兴趣 的 读者 不 护 找 一 环 有 关 域 沦 的 专门 蔬 作 深入 一 
步 的 学 习 。 


七 自我 测试 题 


123456 
i。 设 0= ) 
攻 cr( ss 1 6 2) 


==( 2 3 4 5 3 
45612 3 

求 cr，c-!5，r 4， 并 把 cr 写成 不 相连 的 循环 的 积 ，z，zy 
or 的 阶 各 是 什么 ? 

2， 设 C 是 复数 集 ， 愉 "是非 负 实 数 集 。 证 明 : f，z 一 
1z1 (复数 = 的 模 ) 是 C 到 尽 * 的 一 个 满 射 ， 试 给 出 由 决定 
的 C 的 等 价 关 系 “~”， 并 写 出 高 集 C /一 。 

3。 设 理 是 群 G 的 任 一 子 烙 。 证 明 ， 瑟 的 任意 右 陪 集 中 
元 案 的 道 元 组 成 互 的 一 个 左 陪 集 。 

4。 求 出 44 的 所 有 子 群 ， 并 指 则 哪些 是 正规 子 群 。 

5。 设 厅 ， 玉 是 群 G 的 两 个 不 变 子 群 ， 且 HNK={e} 
{e 是 G 的 单位 元 ) 。 证 明 ，G 和 G/ 玉 x G1/K 的 一 个 子 群 
疗 构 。 

6。 设 G 是 一 个 群 ，4 ，5E G， 且 满足 条 件 ，e:=e， 
bs=e 〔〈e 是 G 的 单位 元 ) ，cpa 一 姑 。 求 由 oa，5 符 成 的 
G 的 子 群 旦 ， 关 证明， 石和 仿 司 构 。 
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7。 设 五 荐 一 个 域 ，R 是 实数 域 。? 是 五 到 厂 询 映射 洲 


(1) 9(0)=0, Pla)>0, Vax do, a€F, 
{2) Plab)=P(a) Pb), Va, b EF, 

C3) p(atb)p(a),，P(8) 中 较 大 省,Va,b 
令 D={ala€ FP, P(e)E1}, 

M={ala EF, Pl), 


证 明 ; (1) pC(1)=P(—1)=1; F(a)=9(-a)s 
如 果 6 寺 0， 那 么 %(97!)=P (a) "7! 

《2) DD 是 下 的 一 个 子 环 。 

(3) 型 是 刀 的 一 个 理 思 。 

〈4 》 计 断 一 下 ， 对 是 不 是 万 的 最 大 理想 ， 从 而 说 咀 
DjM 是 不 是 域 。 

8， 设 环 忆 和 忆 向 礼 ， 民 印尼 ， 

(1) 哆 是 尽 的 迎 想 ， 凶 一 925(GE 
证 明 : R/O, 衬 R/U1。 

(2) Ci 是 的 理 扰 , 统 1 =P(0H1)， 
间 R /a, 是 否 一 定 和 站/ 多 ,网 构 ? 

9 丸 征 单位 元 的 可 欣 环 ，P《R，o，8ER， 
证 明 ，R/(p) 是 整 环 的 充分 必要 条 件 是 
如 果 Jab， 那 么 p 1a 或 p [5。 

10。 如 困 忆 是 主 理想 整 环 ，4 ， € RR， 
证 明 ，a ，6 互 索 的 充分 必要 条 性 是 ， 奉 在 ww，+ € RR 使 得 
am 了 bn 二 1。《【《1 是 忆 的 单位 元 。》 
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11. (C1) Fr) 一 2 二 2，9(Z) 一 2 一 2 一 2， 
求 f(z)，g(z) 在 有 理 数 城 Q@ 上 的 分 裂 域 忆 ;和 已 :。 芥 求 (En 
QI)=? (E.:Q)=? 

(2) 证明， Q(V34D=Q( 2, )。 

(3) 求 V2+i 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 。 


高 等 几何 


人 陈绍 鞭 


一 概 述 

高 等 几何 这 门 学 科 有 不 同 的 涵义 ， 有 些 高 等 几何 者 材 包 
揪 几 何 基础 和 射影 儿 何 ， 有 些 教 材 却 仅仅 包含 射影 几何 。 近 
年 来 ， 由 于 拓扑 学 的 发 展 ， 有 些 国家 的 高 等 区 何 教材 就 包含 
射影 几何 和 拓扑 学 引 论 。 

按照 高 等 卯 范 览 校 教 学 大 网 的 要 求 ， 本 课 主要 讲授 平面 
射影 几何 ， 而 且 以 仿 射 几何 为 辅 。 

旱 自 欧洲 文艺 复兴 时 期 ， 由 于 绘图 和 建筑 等 的 需要 ， 透 
视 画 的 理论 逐步 形成 ， 以 后 便 建 立 了 曾 法 几何 。 法 国 数 学 家 
蒙 日 在 1768 到 1799 年 之 闻 和 1809 年 分 别 出 版 了 画 法 几 条 和 微 
分 几何 两 部 经 典 著作 ， 册 于 画 法 几何 理论 的 发 展 ， 他 上 的 学 生 
彭 色 列 继承 了 这 两 部 著作 中 的 综合 思想 ， 于 1822 年 写 了 一 本 
书 ， 它 是 射影 几何 方面 最 时 的 专著 。 继 彭 色 列 之 后 ， 法 国人 
沙 尔 和 出 生 于 瑞士 的 德国 数学 家 史 坦 纳 改 进 了 射影 几何 的 研 
究 工具 ， 凑 且 把 它们 应 用 到 各 种 几何 领域 ， 因 而 得 到 了 丰硕 
的 成 果 。 到 了 十 九 世 纪 末 期 ， 英 国人 凯 荣 和 德国 人 克 荣 因 等 
人 用 变换 群 的 方法 研究 了 这 个 分 支 ， 射 影 几 何 便 成 为 完整 独 
立 的 学 科 。 如 果 说 射影 用 何 开始 所 研究 的 问题 是 大 量 的 个 划 
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铝 浓 的 话 ， 那 么 到 后 来 ，? 就 在 千 它 招 各 种 几 河 
用 变换 群 的 概念 联系 统一 起 来 埋 员 是 到 欢 几 里 得 儿 铭 世 可 办 
射影 观点 理解 为 射影 几何 的 一 部 分 。 

学 习 射 影 几何 一 般 有 三 种 方 法， 第 一 ey 读 是 
以 线性 代数 作 工 县 进行 猎 究 ， 第 二 种 是 综合 ， 就 是 在 初等 
几何 基础 上 进行 研究 ， 第 三 种 是 公理 法 ， 它 以 一 组 公理 作 巷 “ 
珊 进 行 扒 滨 。 按 照 教 学 计划 的 要 求 ， 六 各 生 放 代表 这 
合 滨 ， 面 以 代数 法 为 主 ， 因 此 本 课程 也 可 以 叫做 财 影 解析 风 
何 吕 解析 几何 。 但 是 注意 到 本 课程 既 以 算 作 工具 
来 研究 图形 的 性 质 ， 因 此 尽力 避免 完 长 计算 ， 而 重视 几何 总 
义 。 

学 习 本 课程 可 加 深 对 初等 几何 和 解 折 几 何 的 理论 和 方法 
的 理解 ， 从 而 可 以 获得 在 较 高 的 观点 下 来 处 再 禄 等 儿 何 和解 
析 史 何 问 通 的 能 力 。 本 深 程 也 是 画 法 此 何 的 理论 基础 。 在 加 
算法 所 作 算 图 的 变形 以 及 航空 摄影 中 都 育 它 的 应 用 。 

本 深 程 主要 是 在 实数 城 上 讨论 一 次 问题 和 二 次 问题 。 如 
果 把 实数 城 扩充 到 其 他 代数 体系 上 而 进行 研究 ， 就 是 线性 由 
何 。 另 一 方面 研究 任意 代数 体系 上 的 高 次 形象 ， 就 是 代数 
徐 ， 它 是 长 数 几 亿 所 研究 的 对 象 。 因 此 本 课程 可 以 看 作 基 近 
代 几 何 的 一 个 分 支 一 一 代数 上 风 何 的 基础 。 

名 学 本 课程 的 读者 应 在 初等 几何 、 解 术 几 何 和 高 等 代数 
的 楚 础 上 来 继 然 学习。 在 高 等 师范 聊 和 校本 课程 一 般 安排 在 第 
志学 年 第 二 学 期 或 第 三 学 年 第 一 学 期 ， 讲 授 54 学 时 ， 由 于 自 
学 的 条 件 不 同 ， 读 者 可 以 适当 增加 时 数 。 

关于 课本 ， 现 在 已 屿 版 的 高 等 几何 并 不 很 多 ， 为 了 帮助 
读者 选择 ， 现 在 介绍 下 列 几 种 作为 深 本 和 参考 节 。 课 本 是 ， 
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《 窜 等 几何 》， 刘 增 贤 、 宁 向 岩 绽 ，、 人 民 教 育 出 版 社 正 
在 排 印 。 这 本 书 根据 南 和 师范 院 访 1980 年 人 入 人 各 
来 编写 ， 内 容 专 讲 平面 部 分 ， 比 较 糖 练 ， 配 备 有 相当 数量 
例题 和 习题 。 

另外 再 选 两 种 参考 书 ， 

《近世 几何 学 》， 隙 泽 沪 总 ,1959 年 ,高 等 教育 出 版 社 出 
版 。 这 本 书 肉 容 丰 富 ， 不 但 讲 平面 部 分 而 且 还 讲 立 体 部分。 

《高 等 几何 讲义 》， 苏 步 青 编 ，1964 年 ， 上 海 科 学 技术 
出 版 社 出 版 。 这 本 书 平面 、 立 体 两 部 分 温 写 ， 非 常 简练。 

选 定 课本 后 ， 就 可 以 制定 比较 细 的 学 习 计划 ， 包 括 旭 分 
单元 和 和 白 学 时 间 的 分 卫 。 建 议 自学 者 参照 下 表 晶 行 安排， 


离 等 几何 自学 时 间 安排 表 


三 变换 儿 和 是 何 学 ,发 高 等 几何 少 第 四 带 “ 18 


二 次 曲线 的 外 
四 | 


理 诊 、 仿 射 更 论 和 度 虽 理 
五 前 和 第 六 章 


五 射影 儿 何 公理 基础 ，《 高 等 几何 》 第 七 查 20 


人 人 | 区 开 归 得 几何 全 要，《 训 等 几何 》 第 人 


要 注意 下 列 各 点 : 

第 一 ， 在 自学 每 节 后 要 写 小 结 并 作 一 定数 目的 习题 由 
易 到 难 ) 。 在 自学 每 章 后 要 写 本 章 总 结 ， 并 作 一 定数 目的 综 
合 习 题 。 

第 二 ， 在 学 完全 书后 进行 总 复习 ， 最 后 作 自 我 测验 题 。 

第 三 ， 关 于 第 五 和 第 六 两 个 单元 可 作为 选 学 内 容 。 


二 平 百 仿 射 几何 的 基本 概念 


本 单元 是 在 欧 几 里 得 几何 的 基础 上 介绍 平面 仿 射 几何 的 
基本 概念 ， 而 且 把 它 看 作 是 从 欧 几 里 得 儿 何 过 渡 到 射影 几何 
的 桥梁 。 作 为 一 门 学 科 来 说 总 有 它 的 研究 对 象 ， 为 了 说 明 伪 
射 几何 研究 的 对 象 ， 先 从 欧 氏 几何 说 起 ， 欧 氏 几 何 所 研究 图 
形 的 人 性质 和 图 形 的 特定 位 置 无 关 ， 例 如 长 度 、 角 度 和 面积 等 
车。 所 谓 “ 和 图 形 的 特定 位 置 无 关 ”， 是 指 一 个 图 形 多 许 在 
它 所 处 的 空间 星 任 意 运动 。 因 运动 的 地 点 不 同 ， 于 是 一 个 图 
形 产生 了 许多 其 他 地 点 前 图 形 。 这 些 图 形 由 于 是 同一 图 形 经 
过 运动 而 产生 的 ， 我 们 把 它们 当做 是 不 同 地 点 的 同一 图 形 。 
葡 氏 几何 就 是 研究 这 些 不 同 地 点 的 同一 图 形 的 性 质 的 ， 而 运 
动 就 是 本 单元 所 学 习 的 正 交 变换 ， 所 以 我 们 说 欧 氏 几何 就 是 
研究 正 交 变 换 下 的 不 变 问 题 . 还 有 许多 其 他 变换 ,例如 图 形 在 
太阳 光线 之 下 得 到 的 像 可 以 说 它 是 由 平行 射影 得 到 的 。 这 种 
平行 射影 组 成 了 本 单元 所 学 习 的 仿 射 变换 。 仿 射 几何 就 是 研 
究 念 射 变换 下 的 不 变 问 题 。 这 里 专门 讨论 平面 仿 射 几何 。 如 
时 把 仿 射 变换 的 代数 表示 加 以 推 )'， 非 常 容易 推出 高 维 仿 射 
空间 和 高 维 仿 射 几何 ， 这 里 就 不 作 介绍 了 。 

本 单元 共 分 四 个 部 分 ， 现 在 分 述 如 下 : 
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《一 ) 基本 形 @O, 这 一 部 分 是 后 面 常用 到 的 一 些 知识 , 为 
了 区 分 和 比较 两 个 无 穷 集合 ， 我 们 先 引 进 维 数 的 概念 。 

在 几何 学 里 通常 利用 菜 集 合 中 元 素 的 坐标 或 参数 〔 指 独 
立 参 数 ) 所 成 的 代数 表示 来 说 明 这 个 性 质 。 例 如 平面 上 点 集 
合 中 的 每 一 点 ， 可 以 由 两 个 坐标 《7 ，y)》 或 两 个 参数 唯一 
决定 。 又 如 平面 上 抛物 线 集合 中 的 每 一 条 抛物 线 由 四 个 参数 
来 唯一 决定 。 这 是 因为 平面 上 抛物 线 的 一 般 方程 含有 四 个 参 
数 的 缘 帮 。 

定义 ”决定 无 穷 亿 合 中 一 个 元 素 所 融 参 数 的 最 小 个 数 叫 
做 这 个 集合 的 维 数 或 自由 度 。 

这 实 平面 上 点 集合 的 维 数 是 二 ， 抛 物 线 集 合 的 维 数 是 
四 。 为 了 以 后 运用 方便 起 见 ， 把 几何 中 元 素 点 、 直 线 、 平 面 
所 成 的 某 些 无 穷 集合 叫做 基本 形 。 按 照 维 数 的 概念 可 以 把 基 
本 形 分 碱 四 大 类 ; 

1。 一 维基 本 形 ， 内 容 有 点 列 ， 在 一 直线 上 所 有 点 的 集 
合 叫做 点 列 ， 这 条 直线 叫做 底 ， 线束 ， 在 一 平面 里 经 过 一 点 
所 有 直线 的 集合 四 做 线束 ， 这 个 点 叫做 顶点 或 中 心 ; 面 永 ; 
经 过 一 直线 所 有 平面 的 集合 叫做 面 束 ， 这 条 直线 叫做 轴线 。 

2. 二 维基 本 形 ， 内 容 有 点 场 ， 在 一 平面 里 所 有 点 的 集 
食 叫 短 点 场 或 点 域 ， 这 个 平面 叫做 底 ， 线 具 ， 空间 星 经 过 
一 点 所 有 直线 的 集合 叫做 线 从 或 线 把 ， 这 个 点 叫做 顶点 或 中 
心 ! 线 场 ， 在 一 平面 里 所 有 直线 的 集合 叫做 线 场 或 线 域 ， 这 
个 平面 叫做 底面 县， 经 过 空间 一 点 的 所 有 平面 的 集合 叫做 
面 从 ， 这 个 点 叫做 顶点 或 中 心 。 


外 《高等 几何 涩 一 书 猴 述 比较 简略 ， 这 里 柄 加 裤 充 。 
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曾 里 所 有 平 画 的 集合 叫做 面 空间 。 
容 有 线 空 间 ， 空 间 里 所 有 直线 的 集 


4。 四 维基 本 形 ， 
合 叫 短线 空间 。 

射影 几何 就 是 对 这 些 基本 形 进 行 研究 。 

《二 ) 点 变换 ， 首 先 引 进 两 个 集合 的 一 一 对 应 以 及 一 个 
集合 到 自身 的 一 一 变换 的 松 念 。 重 点 是 一 一 变换 的 一 些 性 质 
和 乘积 运算 。 

特别 值得 注意 的 是 全 书 大 部 分 篇 赋 都 研究 点 集合 到 它 自 
房 的 一 一 变换 ， 由 做 点 次 痪 ， 这 和 和 解析 几何 里 的 束 标 变 澳 是 
不 同 的 ， 在 那里 指 的 是 举 标 辖 的 变换 ， 而 不 是 点 的 变换 。 

《三 ) 正 交 变换 ， 这 一 部 分 有 四 个 要 点 。 

1。 三 类 特殊 的 点 变换 一 一 平移 变换 、 旋 转变 换 、 轴 反 
射 变换 。 

注意 它们 的 代数 表示 者 底 于 下 列 形式 ， 


fe 2Y+ iss 


YLT G2y+ ass 

Gil 

其 中 A=|" 

2， 正 交 变换 定义 中 的 虐 离 党 是正 数 。 从 定义 容易 看 出 

上 面 三 种 特殊 的 点 变换 都 是 正 交 变换 ， 同 时 也 可 以 看 出 它 全 

闻 的 区 别 。 由 定义 也 可 以 推出 一 些 简单 住 质 。 最 后 推 当 正 交 

变换 的 代数 表示 是 

人 
y O11- EY COSO + Gas 

其 中 se 一 士 1， 注 意 它 也 可 用 短 阵 霄 


Ga 
|=+1 
Gz2 
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正 交 灾 换 共 分 两 种 ， 一 种 正 交 变 换 是 :二 1， 这 时 候 ， 
A= 1。 它 可 以 分 解 成 为 平移 或 旋转 或 施 转 和 平移 的 积 。 另 
一 种 正 交 变换 是 z= 一 1， 这 了 时候， 了 == 一 1。 它 可 以 分 解 成 
为 册 反 墓 或 轴 有 反射 和 前 一 种 正 交 变 澳 的 积 。 

3、 图 形 的 正 交 不 变 问 题 ， 商 点 距离 经 正 交 变换 不 变 
是 不 变量 ， 又 点 和 直线 仍 分 别 变 成 点 和 直线 ， 所 以 同 素性 是 
不 变性 。 

4. 线性 变换 的 两 种 几何 意义 ， 一 种 是 解析 几何 中 的 举 
标 轴 的 变换 ， 另 一 种 是 现在 所 学 习 的 点 变换 一 正 交 变 多。 

(四 》 候 射 变换 ， 这 一 部 分 有 七 个 要 点 。 

1. 已 知 两 相交 《或 平行 ) 平面 和 一 方向 ， 利 用 这 个 方 
向 经 过 平行 射影 所 促 立 的 两 平面 间 点 的 一 一 对 应 ， 叫 做 透视 
仿 射 对 应 。 

2。 设 有 ri，zrs，…，Tari(8+1T) 个 平面 ， 且 Ti i 
(; = 1，…，#)》 两 个 平面 间 建 立 得 视 仿 射 对 应 ， 那 么 形 
成 一 个 透视 仿 射 对 应 链 ， 在 这 个 链 中 mi:， ze*: 这 两 个 平面 的 
一 一 对 应 叫 仿 射 对 应 。 如 果 zt, 和 xsl 丛 相 重合 ， 就 得 *: 到 
自身 的 仿 身 变换。 值得 注 总 的 是 仿 射 变换 也 是 一 种 点 变 资 。 

3， 从 透视 仿 射 对 应 的 不 变性 《 同 素 性 、 结 合 往 、 平 行 
性 ) 和 不 变量 ( 单 比 ) 装 到 仿 射 变换 的 不 变性 和 不 变量 。 

4。 平面 仿 射 坐标 系 ， 自 倘 卡 儿 斜 坐标 系 坐 标 三 角形 
(等 奈 三 角形 》 经 盆 射 对 应 得 到 任意 三 角形 而 建立 平 亩 仿 
射 明 标 系 。 平 面 仿 射 坐标 系 和 笛 卡 儿 斜 坐 款 系 的 不 周 点 在 于 
两 个 畏 上 单位 线段 不 能 合同 《〈 王 合 ) 。 


5。 仿 射 对 应 的 代 枚 从 本 面 证 明 它 是 非 达 级 性 
对 应 ， 
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te 
y =ar+ byt+ cs, 


1 6b 
| #0. 
应 该 特别 注意 大 异性 质 册 上。 | 入 0 来 表示， 当 


a 


和 中 =。 的 时 候 ， 也 流 是 奇异 情 涡 下 ， 那 么 无 浊 ， 而 将 
不 是 一 一 对 应 。 

6， 图 水 的 伪 射 不 变 问题 ， 这 一 部 分 内 容 是 完全 用 代数 
法 证 明 的 ， 估 得 注意 的 是 圆 的 仿 射 对 应 图 形 是 精 加 。 另 外 利 
昨 等 边 三 角形 、 正 方形 和 国 的 一 些 仿 射 性 质 ， 可 以 推出 任意 
三 角形 、 平 行 四 动 形 和 梢 加 的 相应 性 质 。 

7。 仿 射 变换 的 特例， 仿 身 变换 是 最 一 般 的 非 厅 线性 变 
换 。 过 去 所 学 的 正 交 变换 、 位 似 变换 和 相似 变换 都 是 它 的 竺 
合 ， 一 些 实际 上 应 用 的 变换 也 常常 是 仿 射 变换 的 特 便 。 


平面 射影 几何 的 基本 概念 


前 一 单元 曾 介绍 正 交 变换 和 仿 射 变换 两 种 点 变换 ， 这 里 
机 介绍 务 一 种 变换 。 把 图 形 放 在 娄 光 的 前 面 而 投射 到 堵 孜 上 
得 到 另 一 图 形 ， 也 可 以 说 所 得 的 像 由 中 心 射影 得 出 。 匀 用 中 
心 射影 就 得 出 本 单元 将 要 学 习 的 射影 变换 。 射 影 几 何 就 是 研 
究 射影 变换 下 的 不 变 问题 。 这 里 也 只 研究 平面 射影 几何 。 对 
于 高 维 射影 空间 和 高 维 射影 几何 这 里 不 作 要 求 。 

这 单元 共 分 两 大 部 分 : 

一 》 射影 平面 的 结 均 ， 这 部 分 从 两 个 角度 阐明 射影 直 
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线 和 射影 平面 的 形成 ， 一 个 着 从 欧 几 里 得 直线 各 欧 几 里 得 平 
面 补 上 无 穷 远 元 素 ， 扩 充 成 射影 直线 和 射影 平面 ， 然 后 用 综 
合法 去 研究 ， 另 一 个 是 由 爽 几 里 得 的 向 卡 儿 坐 标准 广 成 齐 次 
坐标 呈 形 成 ， 然 后 利用 代数 法 进行 研究 。 特 别提 出 射影 平 丽 
上 具有 一 个 独特 的 性 质 一 一 对 侦 原 则 。 最 后 把 实 射 影 平面 扩 
充 到 复 射影 平面 。 这 一 部 分 有 九 个 要 点 。 

1.。 射影 平面 的 第 一 种 建立 法 一 一 无 穷 返 元 素 的 引入 ; 
从 欧 几 里 得 直线 平面 ) 到 仿 射 直线 (平面 》 百 到 射影 直线 
( 平 画 ) ， 注 意 每 一 种 的 特征 。 

2， 迁 视 对 应 和 射影 性 质 ， 注意 透视 对 应 和 透视 仿 射 对 
应 的 异同 。 同 素性 、 结 合 性 是 射影 性 质 ， 而 平行 性 却 不 是 ， 
又 简 比 也 不 是 射影 不 变量 。 

3. 稍 沙 格 透 视 定理 ， 这 在 射影 几何 公理 体系 中 起 重要 
作用 ， 另 外 ， 它 也 是 一 个 重要 的 射影 性 质 。 

4， 射影 平面 的 第 二 种 建立 法 一 一 齐 次 点 坐标 的 引入 
把 三 维 欧 几 里 得 空间 中 《〈 除 去 原点 ) 的 点 〈zl， zz zs) 和 
Cizi，jra，2zs) (2 拓 0 》 看 作 同 一 点 ， 那 么 这 些 点 的 集 
合 明 射影 平面 。 由 这 里 可 以 推广 到 高 维 射影 空间 。 

5. 章 次 点 坐标 的 应 用 ， 先 引进 直线 的 齐 次 点 举 标 方 
程 ， 然 后 对 点 、 线 的 结合 问题 进行 研究 。 

6。 线 坐 标 ， 分 齐 次 和 非 齐 次 丙种， 注意 娜 些 元 素 没有 
坐标 或 方程 。 

7. 对 侦 原 则 ， 由 于 射影 平 画 的 特殊 结构 而 具有 的 独特 
性 质 。 

8. 代数 对 侦 ， 在 已 知 坐标 系 下 ， 点 和 直线 的 坐标 或 方 
程 叫做 基本 代数 对 偶 ， 然 后 就 可 得 到 点 和 直线 的 一 些 几何 性 
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质 的 代数 对 偶 。 

9 复元 素 ， 利 用 坐标 把 实 射影 平面 扩充 到 复 射 影 平 
而 ， 这 时 候 也 有 代数 对 偶 。 竺 别 注意 共 辑 复元 素 和 它 的 特 
性 。 

(二 ) 射影 变换 ， 这 部 分 要 注意 射影 变换 下 的 不 变 问 
题 。 它 和 仿 射 变换 有 关 部 分 是 可 互相 对 照 的 。 这 一 部 分 有 五 
个 要 点 。 

IT. 交 比 和 调和 比 ， 从 单 比 引 入 交 比 ， 它 是 射影 基本 不 
变量 。 它 包括 ， 玛 共 线 点 的 交 比 和 调和 比 ， 由 共 点 线 的 交 比 
和 调和 比 。 

2. 两 个 一 维基 本 形 的 射影 对 应 ， 有 了 四 点 应 该 注意 。 两 
个 一 维基 本 形 的 透视 对 应 (注意 天 的 使 用 ); 两 个 一 维基 本 形 
的 射影 对 应 《注意 天 的 使 用 ) ， 特 殊 时 候 就 得 到 一 个 一 维基 
本 形 到 自身 的 射影 变换 ， 两 个 同类 一 维基 本 形 的 射影 对 应 和 
透视 对 应 的 关系 射影 对 应 的 从 煞 表示 ， 包 括 


非 齐 次 坐标 ， z= 


Qa G2 
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的 时 候 ， 将 不 是 一 一 对 应 。 

3， 一 维基 本 形 的 射影 变换 ; 

值得 注意 的 是 点 列 的 射影 变换 的 代数 表示 ， 是 在 同一 个 
华 慰 系 下 考虑 的 。 包 括 ， 不 变 元 素 的 种 类 ， 特 殊 的 射影 变 
换 一 对 合 。 

4， 两 个 二 维基 本 形 的 射影 对 应 《射影 变换 》， 

这 里 主要 研究 点 场 到 点 场 的 射影 对 应 ， 为 了 方便 ， 采 取 
了 和 以 前 不 同 的 方法 。 首 先 从 代数 表示 出 发 研究 非 奇 线 福 对 
应 ， 然 后 再 证 明 它 和 射影 对 应 是 等 价 的 

5， 射影 坐标 系 ， 这 里 用 射影 不 变量 《 交 比 》 来 规定 射 
影 华 标 。 包 括 一 维 射影 些 标 系 和 二 维 射 影 华 标 系 。 

一 维 射 影 坐 标 系 ， 在 有 向 直线 上 取 两 个 基点 ， 一 个 是 原 
虚 ， 一 个 是 单位 点 ， 就 可 以 建立 竺 卡 儿 坐标 系 。 又 在 射影 直 
线 上 取 三 个 基点 ， 就 可 以 建立 非 齐 次 射影 龌 标 ， 然 后 转 到 齐 
次 射影 奉 标 ， 而 箔 卡 儿 坐标 、 仿 射 誉 标 都 是 它 的 特例 。 这 里 
有 两 方面 位 得 注 党 ， 一 是 射影 直 线 上 ， 笛 卡 儿 维 标 和 射影 化 
标的 坐标 变换 以 及 两 种 射影 坐标 的 坐标 变换 都 是 非 奇 线性 变 
换 。 二 是 点 列 到 点 列 的 射影 对 应 用 射影 坐标 表示 也 是 非 奇 线 
性 对 应 。 

二 维 射 影 坐标 系 ， 把 利用 简 比 建立 平面 仿 射 坐标 的 思想 
郁 以 推广 而 利用 交 比 建立 平面 〈 非 齐 次 》 射影 坐标 ， 再 转 到 
齐 次 射影 坐标 ， 俩 卡 儿 坐标 、 仿 射 坐标 ， 都 是 它 的 特例 。 


四 ”变换 群 和 几何 学 


本 单元 主要 介绍 几何 学 的 群 论 疯 点 ， 这 是 几何 发 展 史上 
一 个 重要 的 里 程 碑 。 
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本 单元 共 分 三 个 缁 月 : 

一) 变换 群 ， 一 个 集合 给 定 一 个 运算 ( 叫 乘 法 )， 一 般 
如 果 适 合 四 条 公理 就 可 以 成 一 个 代数 体系 一 一 群 。 转 殊 迟 况 
下 ， 对 于 (一 一 ) 变 换 集合 给 定 乘法 运算 后 ， 适 合 两 条 公理 
(封闭 、 可 道 ) 就 成 群 ， 这 个 群 叫 变 换 群 。 

对 于 四 个 重要 变换 群 ， 要 注意 它们 的 维 数 和 彼此 间 的 从 
属 关系 。 

(二 》 变换 群 和 相应 的 几何 学 ， 这 一 部 分 有 三 方面 内 


容 。 

1. 运动 作对 应 于 欧 几 里 得 几何 ， 主 要 思想 是 对 集合 赋 
予 其 中 元 素 一 个 等 价 概 念 ， 如 形成 一 个 等 价 关 系 ， 必 定 能 馆 
把 这 个 集合 分 成 等 价 类 。 

2， 一 个 变换 群 对 应 一 种 几何 ， 这 种 几何 所 研究 的 对 象 
就 是 它 所 对 应 的 变换 群 下 的 不 变量 和 不 变 

3， 儿 何 学 天 论 藉 出 和 它 在 数学 作 展 更 上 所 起 的 作用 。 

(三 ) 三 种 几何 学 的 比较 : 注意 三 种 变换 群 的 隶属 关系 

和 所 对 应 几何 的 内 容 多 少 的 不 同 ， 更 须 注意 三 种 几何 所 研究 
对 象 的 关系 。 


五 二 次 曲线 的 射影 理论 
仿 射 理论 和 度量 理论 
本 单元 研究 二 次 形象 。 它 是 在 射影 平面 上 分 别 用 代数 法 
和 用 何 法 来 建立 的 。 接 着 讨论 二 次 曲线 的 射影 性 质 ， 然 后 由 
英 影 平面 转 到 仿 射 平面 和 欧 几 里 得 平面 ， 分 别 研究 二 次 曲线 
的 仿 射 性 质 和 度量 性 质 ， 从 而 可 以 清楚 地 理解 二 次 沿线 的 念 
射 性 质 和 度量 性 质 的 理论 基础 ， 再 一 次 体会 三 种 几何 的 区 别 
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和 内 涵 。 

本 弟 元 共 分 三 个 细 目 ， 

(二 ) 二 次 曲线 的 射影 理论 ， 这 一 部 分 有 四 个 要 点 。 

1， 二 次 曲线 的 代数 方程 和 射影 建立 ， 利 用 平面 上 的 两 
个 同类 一 维基 本 形 的 射影 对 应 就 可 建立 ， 以 后 常用 这 方法 来 
判断 是 否 是 二 次 形象 的 问题 。 要 注意 二 阶 曲 线 和 二 级 时 线 的 


对 偶 性 。 
2. 二 次 曲线 的 性 质 ， 关 于 二 次 曲线 和 直线 的 相关 位 
置 ， 可 用 二 次 方程 


Sochs+25pAt+ Sps= 0 


的 判别 式 来 判定 ， 其 中 5S,。= > aiypigi 由 方程 


1-3 
airiri= 0 
i 


得 出 ,切线 的 推 求 ,利用 上 列 二 次 方程 得 5,,= 0 。 关 于 二 
阶 曲 线 和 二 级 曲线 的 关系 ~ 一 马克 劳 林 定理 ， 这 个 性 质 仅 限 
于 二 次 形象 ， 兰 次 以 上 形象 都 不 成 立 。 关 于 两 个 著名 的 对 候 
定理 ~ 一 粕 斯 卡 定理 和 布 和 安 楷 定理 ， 以 上 是 一 次 形象 和 二 
次 形象 的 绪 合 问题 ， 利 用 一 维基 本 形 的 射影 对 应 和 透视 对 应 
的 关系 就 可 证 明 。 

3。 配 极 理论 ， 关 于 二 阶 曲 线 的 极点 和 极 线 ， 可 以 利用 
上 面 的 二 次 方程 来 推出 。 

关于 配 极 图 形 ， 二 只 曲线 的 极点 和 极 线 是 对 偶 元 素 ， 所 
产生 的 对 侦 图 形 就 是 配 极 图 形 ， 从 历史 上 看 对 偶 原则 恰 是 从 
这 里 抽象 得 来 。 
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关于 配 极 变换 ， 从 历史 上 测 ， 一 部 
时 的 配 极 变换 折 象 得 册 的 ， 

4， 二 阶 碍 线 的 射影 分 类 ， 如 同 解 白 儿 色 二 次 切线 分 类 
一 样 ， 也 有 两 种 方法 ， 一 种 是 选取 新 系 法 ， 主 要 选取 得 当 的 
电极 三 点 形 作为 新 的 坐标 三 点 形 而 建 立新 的 射影 坐标 系 。 
这 可 以 把 二 防 尖 线 分 成 五 个 射影 类 ， 局 类 的 射影 等 价 ， 噶 类 
的 却 不 等 价 。 另 一 种 是 不 变 芝 法 ， 计 算 二 次 上 出线 系数 方 阵 的 
3 差 就 行 。 

(二 ) 二 次 过 线 的 仿 射 理论 ， 在 射影 平面 里 ， 取 一 条 特 
定 资 线 叫 无 穷 远 线 。 把 二 阶 委 袋 就 元 穷 远 线 进行 研究 就 得 它 
的 仿 射 性 质 。 

应 当 注 意 的 吓 射 影 性 质 有 对 偶 ， 而 仿 射 性 质 志 没有。 在 
有 穷 部 分 记得 的 一 些 结 论 各 解析 几何 所 论 完全 祖 司 。 这 部 分 
有 五 个 要 点 。 

1。 三 个 类 型 曲线 和 三 种 曲线 : 前 者 用 hss 莹 0 来 淹 
定 ， 后 者 是 利用 -4 要 0 ，jo, 放 夫 0 或 利用 二 跟 曲 线 各 无穷 


远 线 变 点 的 个 数 来 判定 。 
2。 申 心 ， 箱 用 被 央 、 裤 线 来 规定 ， 可 求 得 三 种 旧 线 的 
中 心 。 


3。 直径 和 兴 辆 直径 ， 利 用 极点 、 裤 线 和 共 辑 直线 分 别 
来 规定 。 注 意 这 里 只 能 洗 求 它们 的 位 置 ， 而 不 能 研究 首 们 的 
度量 性 质 。 

4。 新 近 线 ， 利 用 切线 来 规定 ， 注 党 它 和 中 心 以 及 一 对 
共 锅 直 和 从 的 关系 。 

5， 二 阶 曲 线 的 仿 财 
这 有 解析 几何 所 论 完 全 肯 辐 ， 
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在 欧 几 里 得 平面 上 分 域 九 类， 
; 射 平 面 上 大 分 成 十 一 类 。 


论 ， 在 仿 舌 
0) ， 症 赔 点 。 再 就 这 
这 一 部 分 有 三 个 要 
一 是 二 次 曲 钱 


公元 前 希腊 数学 家 欧 儿 里 得 把 前 入 的 方法 、 理 论 
用 -会 公 埋 来 整 原 杰 两 
千年 的 几何 。 以 后 由 于 罗 书 玫 和 何 和 其 他 数学 分 文 的 
由 现 ， 凡 伍 牙 础 得 以 建立 不 定义 的 元 素 和 关系 ， 
并 且 以 组 公理 来 制约 ， 辑 推 理 ， 就 得 一 种 岂 
何 。 这 种 建立 几何 的 方法 骨 笋 近代 人 :， 以 别 子 欧 几 里 得 
前 几何 原 本 》 所 采用 的 公理 法 ， j 法 败 做 十 内 公理 
法 。 市 单元 有 三 个 要 点 。 

1. 公理 

2. 二 个 一 个 
3. 射影 几何 公理 体系 的 


给 


主要 用 模型 法 米 洁 论 。 
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七 非 欧 儿 里 得 几何 概要 


在 变换 群 和 凡 介 的 观点 下 简单 地 介绍 丙种 非 欧 几 丘 得 几 
何 ， 然 后 在 射影 平面 里 作出 罗 巴 切 兴 斯 基 几 何 的 克 莱 因 - 凯 
菜 模 型 。 本 单元 有 三 个 要 点 。 

1. 射影 测度 ， 把 欧 几 里 得 几何 的 臣 离 和 角度 的 类 达 式 


转换 到 非 欧 几 里 得 几何 。 
2， 由 自 同 构 群 引进 射影 群 的 两 个 子 群 ， 就 对 应 两 种 非 
欧 几 里 得 几何 。 


3， 罗 巴 急 夫 斯 基 几 何 的 一 种 模型 ， 这 部 分 内 容 在 学 过 
几何 基础 或 罗 巴 切 去 斯 基 几 何 后 ， 才 能 君 访 。 


八 白 我 测试 题 


1， 判定 下 列 图 形 或 性 质 晨 于 欧 几 里 得 几何 、 仿 射 几何 
或 射影 几何 中 的 哪 一 种 《要 最 大 的 ) ， 以 五 ，4， P 分 别 表 
示 。 如 时 属于 了 ， 试 写 出 它 的 对 偶 。 如 果 属 于 4 或 已 ， 怎 样 
用 射影 观点 来 解释 ? 

(1》 等 轴 双 曲线 《2 ) 平行 ，《3) 点 列 到 自身 的 
身影 变换 ，《4 》 垂直 ，《5 ) 布 利安 雄 六 线形 ; 《6) 线 
段 的 后 点 :5 《7 》 角 度 ，《8 ) 二 阶 曲 线 的 和 配 设 原则 (9 》 
二 阶 曲 线 的 焦点 ， (10) 二 阶 曙 线 的 准 线 。 

2. 怎 伴 用 射影 群 说 明 它 对 应 着 射影 几何 ? 为 什么 说 仿 
射 几 何 的 内 容 比 射影 几何 的 内 容 丰 富 ? 并 举例 说 明 。 

3， 已 知 二 级 曲线 

its 


(1) 求 它 所 对 
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影 类 ， 然 后 再 判 定 易于 哪 一 个 仿 射 类 

《2 ) 求 它 的 中 心 ， 

《3 ) 求 它 的 渐 近 线 。 

4. 试 证 上 明 ， 一 条 定 直 线 上 的 点 关于 两 个 常态 二 阶 曲 线 
的 极 线 的 交点 集合 是 一 个 二 阶 曲 线 。 写 出 它 的 对 侦 命 题 。 

5， 在 箔 卡 儿 直角 治标 系 下 ， 已 知 一 条 双 曲 线 的 方程 

3x ~ 4ry+ 82—1=0, 

试 利用 筋 影 观点 ， 求 

《1 》 渐 近 线 方程 

(2 》 侍 率 是 1 的 直径 和 对 应 的 共 辑 直径 的 方程 。 
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陈绍 蓉 


一 彼 述 

了 的 时 铁 ， 科 分 儿 何 这 门 和 和 也 设 开 
妆 纵 在 一 起 的 。 微 分 儿 
“ 鬼 2 对 这 站 学 学 科 镑 


有 学 家 蛇 过 果 ， 他 在 1808 征 
的 车 作 ， 书 名 叫 艇 《 分 析 在 几何 
第 一 本 专车。 微分 儿 创 起 在 
究 空间 形式 的 男 一 门 
区 几 下 得 名 几何 而 壬 也 是 近代 几 
省 男 一 方 证 ， 在 许多 


学 》， 它 是 
解析 儿 何 的 基础 上 以 
几何 课 ， 它 不 但 能 
何 的 重要 分 
工程 技术 方面 有 广 这 的 应 用 ， 

经 典 微 分 几何 主要 讨论 三维 欧 几 里 得 空 
面前 只 部 性 质 ， 也 就 症 研 究 曲 线 和 曲面 如 
随 普 各 学 科 的 发 展 ， 币 分 几何 岂 从 局 部 (小 
《大 范围 ) 的 研究 ， 代 体 签 分 几 们 开始 地 迅 
到 了 六 十 华 代 ， 它 和 微分 方 各 
人 运 ， 特 别 是 和 分 析 这 一 学 : 科 相 结 二 合 ， 水 成 了 一 一 个 新 的 六 学 4 
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间 光 滑 曲 线 和 曲 
时 部 或 的 性 质 。 
范围 ) 转 到 整体 


支 一 -大 范 四 分 泊 。 
征 究 微分 儿 三 种 方 渗 ， 一 种 其 以 向 证 分 析 俱 为 
工具 ， 本 课程 由 这 个 方法 。 另 -种 是 以 张 析 作 为 
工具 ， 研 星 得 空间 中 的 曲面 
何 多 用 这 个 方法 。 
泊 的 活动 标 架 法 ， 近 代 微分 几何 多 采用 这 个 方法 ， 本 课程 
以 分 析 计 算 作为 工 其 来 研究 图 形 的 性 质 ， 因 此 尽量 沪 免 元 长 
计算 而 前 说 几 柯 意义 。 
微分 儿 人 
时 。 
没 分 方程 的 基 下 : 
改 分 儿 条 有 有 萝 种 ， 下 面 介绍 儿 种 作为 课本 和 土 要 参考 节 。 课 


51~ 


徽 分 几何 讲义 》， 闪 大 任 编 :1981 年 .人 民 教 育 册 版 社 


人 


明 ， 用 作 禾 村 多 年 ， 效 果 鲍 好 。 
书 是 ， 
儿 和 多 祖 ， 苏 步 吾 等 编 ，1980 年 ， 人 民 教 育 
出 版 。 这 本 书 的 特点 是 介绍 整体 微分 几何 一 些 基 本 内 容 较 
详 ， 但 厉 部 肉 容 路 一 些 。 

《微分 几何 》 
出 版 。 这 本 
有 n 


胃 等 网 ，1981 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 
介绍 外 微分 消 式 和 活动 标 染 法 的 一 


内 容 。 
并 参照 丁 表 按 沸 让 学 。 并 请 读者 注 
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微分 几何 自学 时 间 安 排 琢 


第 元 办 容 学 时! 
] 一 | 向 分析 加 
曲线 的 局 部 性 质 66 
| 二 | 曲线 论 | 演 平 而 揭 线 的 着 十 整体 钼 质 18 
这 站 问 曲线 的 共 干 此 体质 | 12 | 
三 ”| 可 展 曲面 初 论 24 | 
| 加 | jig | 后 人 | 
| 本 的 整体 性 质 初 步 z4 | 


1。 自学 等 节 后 要 小 结 ， 并 作 一 定数 量 的 习题 《由 易 到 
难 ) ! 自学 每 章 后， 在 原 书 结束 语 基础 上 写本 章 的 总 结 ， 并 
作 综 合 习题。 

2. 学 完全 书后 进行 总 复习 ， 并 作 自 我 测试 题 。 

3， 表 中 岂 带 有 泪 导 的 可 作 选 学 内 容 ， 初 学 前 读者 可 以 
辐 去 。 


二 向 其 分 析 
这 是 吴 大 任 编 《微分 几何 讲义 》 的 第 一 章 内 容 。 前 面 已 
经 说 过 ， 本 课程 以 向 量 分 析 作 为 工具 ， 所 以 首先 要 学 习 有 关 
往 量 分 析 的 基本 概念 。 学 习 的 时 候 要 注 党 这 样 儿 点 ， 首 先是 
在 学 习 本 单元 之 前 ,应 先 复习 解析 几何 中 向量 代数 部 分 .平面 
和 和 空间 直线 部 分 。 其 次 是 注意 向 嫩 分 析 和 实数 分 析 的 异同 。 
另外 还 村 注意 向 量 分 析 运 算 的 几何 作用 。 


工地 


本 单元 内 容 要 虑 共有 七 个 。 

《一 》 向 量 函 数 和 它 的 几何 意义 ， 首 先 应 当 指出 ， 一 个 
向量 函数 根 当 于 平面 上 两 个 坐标 函数 ， 或 空间 里 三 个 坐标 函 
数 。 它 的 几何 解释 就 是 在 解析 几何 中 所 讲 的 曲线 的 参数 方 
程 。 要 注意 向 量 函 数 的 定义 域 和 值 域 。 

《二 》 向 量 汕 数 的 极限 和 连续 ， 这 一 部 分 可 用 以 下 两 种 
方法 进行 研究 ， 一 种 是 从 向 量 函 数 本 身 竺 发 ， 另 一 种 是 化 戌 
代 标 函数 皇 进行 讨论 。 学 习 的 时 候 要 处 处 限 实 函数 的 极限 运 

三) 向量 函 数 的 导向 量 和 它 的 几何 意义 ， 这 一 部 分 有 
三 个 要 点 。 

1.。 向 量 函 数 可 导 和 导向 量 的 概念 

2. 导向 量 表 曲线 的 切线 向 量 ， 从 导向 量 引出 微分 向 量 
和 高 阶 导向 最 

3. 导向 量 的 计算 公式 和 复合 函数 的 导向 量 。 

四》 向 量 函 数 的 泰勒 公式 ， 利 用 坐标 表 数 由 实 函 数 的 
泰勒 公式 推出 

(五 ) 向 量 函 数 的 积分 ， 由 实 函 数 的 积分 推 贞 ， 这 部 分 
内 容 在 本 课程 中 不 常 遇 到 。 

(六 ) 三 种 特殊 向 量 函 数 的 几何 特征 ， 这 一 部 分 有 三 个 
要 点 。 

1. 变 向 量具 有 定 长 的 充 要 条 件 和 它 的 几何 意义 5 

2. 变 向 量具 有 定向 的 充 要 条 件 和 它 的 几何 意义 ， 

3. 变 向 量 同 定 平 帘 平 行 的 充 要 条 件 和 它 的 几何 意义 。 

(七 ) 圆 函 数 ， 关 于 这 种 玲 示 法 ， 以 后 经 常用 到 ， 非 常 
简便 。 见 《 微分 几何 讲义 》 第 三 章 例 1 。 
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定义 ， LD a ; 3), 
dy vB ~ 

质 ， 2 ~ 

和 件 质 ， Hg jp (PF), 


(三 ) 曲线 和 曲线 以 及 曲线 和 平面 间 的 切 触 阶 ， 注 意 切 
触 阶 的 概念 和 作用 。 
《四 空间 曲 级 的 丰 本 公式 
组 公式 应 用 在 曲线 论 胃 ， 它 
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> 数 ， 利 用 有 线 
， a 人 过 
就 得 已 知 田 线 


形 的 右 笨 
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性 质 ， 豆 比 研究 局 部 性 质 困难 一 些 ， 而 且 所 采 胃 的 方法 由 料 
对 地 缺乏 一 贯 性 。 

由 于 整体 的 一 些 定理 彼此 联系 不 多 ， 读 者 可 详细 参看 课 
本 和 参考 书 。《 微分 几何 讲义 》 书 里 这 部 分 内 容 比 较 少 ， 面 
且 所 设 条 件 多 些 ， 容 易 看 懂 。 浆 步 青 等 编 的 《 微分 儿 何 》 内 
和 ， 所 设 条 件 少 坚 。 

《 八 》 关 于 空间 阴线 的 若干 整体 性 质 ， 这 部 分 的 情况 和 
《七 ) 相同 。 


四 可 展 监 面 初 论 

这 是 吴 大 任 编 《 微分 几何 讲义 》 的 第 五 章 内 容 。 本 单元 
可 作为 曲线 沦 和 册 西 论 的 桥梁 。 在 这 里 首先 引进 有 关上 曲面 的 
一 些 基本 概念 ， 然 后 对 直 纹 曲面 中 一 类 重要 的 曲面 一 一 可 展 
曲面 其 两 个 不 同 第 度 进行 研究 ， 而 且 证 明了 可 展 曲 闸 只 有 三 
种 。 

内 容 要 点 分 述 于 后 ， 

(一 》 有 关 曲 面 的 玫 个 基本 峰 念 ， 简单 则 面 片 、 寻 常 点 
和 硒 异 点 、 参 数 曲 线 、 正 规 网 。 

《二 》 直 纹 曲 面 和 可 展 曲 面 

直 纹 曲 面 分 成 可 展 山 面 和 非 可 展 帆 面 两 大 类 ， 权 重点 记 
住 可 展 曲 面 的 定义 ,以 及 判定 让 纹 而 是 可 展 曲 面 的 充 要 条 件 。 

作为 例题 ， 一 条 空间 曲线 的 切线 产生 可 展 曲 面 ， 主 法 线 
和 副 法 线 却 不 能 产生 。 

可 属 若 面 又 分 成 三 类 ， 锥 看 、 福 面 和 曲线 的 切线 曲面 。 

(三 ) 可 展 曲 面 的 一 个 特征 ， 可 展 曲 面 可 以 作为 单 参 平 
看 庶 的 包 络 面 ， 从 而 把 可 展 则 面 再 一 次 进行 分 类 。 


E52 


五 曲面 论 

这 是 吴 大 任 编 《 微分 儿 何 讲义 》 第 六 意 到 第 八 章 的 内 
容 。 曲 面 论 是 经 典 微分 几何 的 一 个 重要 纽 成 部 分 首先 引进 曲 
面 约 两 个 重要 前 量 ， 第 一 基本 齐 式 和 第 二 基本 齐 式 ， 它 们 相 
当 于 曲线 的 曲率 和 找 率 。 其 次 引进 等 距 对 应 的 概念 ， 从 而 把 
申 面 进行 了 一 种 分 类 ， 同 时 得 到 曲面 的 两 种 性 质 ， 内 落 性 质 
和 外 萄 性 质 。 仅 由 第 一 基本 齐 式 的 系数 和 它 的 导数 所 规定 的 
量 〈 竹 质 ) 岂 上 曲面 的 内 蕴 人 性 质 ， 否 则 叫 外 区 性 质 。 最 后 介绍 
了 曲面 论 的 基本 公式 和 基本 方程 ， 以 备 讨 论 曲 面 论 的 基本 定 
理 。 

内 容 要 虑 分 述 于 后 : 

《一 ) 曲 贺 的 内 益 性 质 ， 这 一 部 分 要 和 弄 清 四 点 。 

1， 利用 红 长 ， 建 立 了 两 个 曲面 等 距 对 应 的 概念 ， 从 而 
把 洁面 进行 一 种 分 类 ， 等 焉 等 价 的 曲面 属于 同类 ， 不 等 中 等 
价 的 昌 而 属于 不 同类 。 

2. 由 曲面 的 内 蕴 性 质 的 意义 吉 定 ， 可 知 等 距 等 价 的 出 
页 有 相同 的 内 蕴 性 质 。 曲 两 上 曲线 的 交 豚 和 曲面 桓 积 等 都 是 
内 蔓 泪 质 。 

3， 短程 曲率 是 平面 旧 线 的 相对 涡 率 在 曲面 上 曲线 的 推 
广 。 注 意 它 的 几何 意义 以 及 计算 公式 。 

4， 短程 线 是 平面 上 直线 在 曲面 上 前 推广 。 利 用 短程 线 
的 获 分 方程 可 以 推出 ， 一 点 和 沿 一 定 方向 ， 总 大 趴 一 的 一 条 
短 强 线 。 它 的 几何 特征 是 ， 旧 线 的 主 法 绕 和 册 面 的 法 线 处 处 
重合 。 

(二) 得 面 的 外 区 性 质 ， 这 一 部 分 要 蛋清 九 点 。 
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1， 凡是 和 第 一 、 第 二 点 本 齐 式 都 有 关 的 性 质 ， 必 定 是 
它 的 外 蕴 性 质 。 

2， 从 曲面 上 曲线 的 一 点 处 的 曲率 推进 曲面 上 非 奇 点 处 
的 法 晶 率 的 概念 ， 它 是 曲面 上 景 基本 的 外 蕴 性 质 。 

3， 法 截 线 曲率 和 和 斜 截 线 曲率 的 关系 ， 也 就 是 黑 尼 埃 定 
理 。 


4. 法 曲率 的 最 大 值 和 最 小 值 是 主 曲 率 ， 利 用 主 遇 率 可 


6. 曲面 上 一 点 邻近 的 结构 ， 利 用 全 曲率 前 符号 ， 把 曲 
-的 点 分 成 然后 分 三 种 情况 ， 在 每 点 处 就 不 同方 名 
的 法 计 率 进行 讨论 ， 就 得 知 曲 而 在 某 一 点 邻近 的 形状 。 

7， 关于 遇 率 线 的 咏 念 ， 曲 来 线 总 是 实 曲线 ， 而 且 采 用 
它们 作 参 数 册 线 的 时 候 ， 有 直面 的 第 一 和 第 二 基本 齐 式 将 化 往 
单 。 跨 率 线 的 一 个 重要 几何 特征 是 ， 沿 每 一 条 曲率 线 ， 曲 而 
的 法 线 产 生 可 展 曲 面 。 

8， 疡 近 曲 线 也 是 曲面 上 一 类 重 杜 曲线 ， 它 的 几何 特征 
是 ， 浙 近 上 曲线 的 副 法 线 和 曲面 的 法 线 处 处 重合 。 

9 境 率 是 外 蕴 性 质 ， 而 短程 抄 率 恒 等 于 零 是 曲率 
线 的 又 一 特征 。 

《三 》 全 曲率 重 是 常数 的 曲面 ， 具 有 相同 常数 上 的 全 曲 
率 的 曲面 ， 有 相同 的 内 区 性 质 。 共 分 三 种 情况 ， = 0， 则 
面 和 平面 等 距 等 价 是 可 展 曲面 ，& 沁 0， 曲面 和 一 球面 等 距 
等 价 ; < 0 ， 划 而 和 一 盆 了 球面 等 区 等 价 。 它 们 可 以 分 别 看 
作 是 欧 所 跨 得 《 热 物 ) 儿 何 ， 粹 加 几何 和 罗 巴 切 夫 斯 基 ( 双 
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晶 》 志 体 坟 模型 。 
(四) 则 面 论 的 此 本 门 题 ， 在 册 面 1 下 全 四 作 为 
党 数 向 线 网 ， 在 它 的 岳 处 引进 一 个 三 2 
0] ， 把 号 ， 瑟 ， 总 的 篇 时 矢 写 成 5， 瑟 ， 可 的 色 虑 性 组 
合 ， 就 得 到 曲面 论 的 基本 公式 。 从 此 就 可 以 导出 基本 方程 ， 
人 
第 二 类 尖 汪 量 完全 确定 朋 面 的 形状 ， 存 在 定理 指出 ， 除 了 - 
， 只 要 有 六 个 现 数 适合 基本 方 
和 第 二 类 基本 量 。 
《去 》 曲面 的 若 十 整体 体质 ， 这 一 部 分 作为 选 学 内 容 ， 
不 作 介 绍 了 


六 自我 测试 题 
1， 扔 述 并 锥 正 空间 线 唯一 存在 定理 。 
2. 己 知 欧 几 里 得 福 维 % 说 
素 间 的 关系 ， 并 指 央 哪 些 足 
《1 ) 由 面 于 明 线 的 旧 认 ; 《3) 主 曲 
率 ) (4) 的 曲率 ; 《5 ) 全 曲率: 《6》 中 曲率 ? 
《7 ) 钴 程 昌 率 。 、 、 
3， 《1) 以 ?=P (4) 作 为 准 申 线 ，r5() 作 为 母线 


方向 ，《H 迄 # 近 册 4) 写 小 所 产生 的 直 镁 曲面 旋 召 《EE》。 
《2 》 可 : 样 定义 ? 与 世 它 的 两 个 特征 。 
(3) 推 贡 盏 的 充 时 条 件 。 
4 已 知 非 平 出线 的 切线 临 面 ， 


《1) 建立 它 的 方 琢 
《2 )》 证 明 它 的 点 都 大 抛物 点 ? 
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《 3) 求 它 的 渐 近 曲线 方程 

(4 ) 求 它 的 曲率 线 方程 。 

5. 证 明 ， 

《1 ) 曲面 的 短程 线 同 时 又 是 它 的 渐 近 曲线 的 充 要 条 件 
是 这 短程 线 是 直线 ; 

(2 ) 如 果 一 条 非 直 线 的 曲线 同时 是 两 个 曲 画 的 短程 
线 ， 那 么 这 两 个 曲面 必 沿 这 一 曲线 相 切 。 


点 集 拓扑 学 


所 总 盎 


一 概 述 

我 们 经 常 遇 到 的 自然 现象 大 都 具有 连续 性 ， 因 此 相应 地 
产生 的 许多 数学 问题 都 和 连续 性 有 密切 的 联系 。 在 数学 发 展 
的 过 程 中 就 产生 了 处 理 连 续 性 问题 的 新 分 支 ~ 一 拓 相 学 。 

前 面 已 经 泌 过 的 欧 几 里 得 几何 、 仿 射 几 何 和 射影 几何 ， 
它们 分 别 是 研究 正 交 变换 群 、 仿 射 变换 群 和 射影 变换 群 下 的 
不 变 问题 。 从 几何 角度 来 说 ， 拓 扑 学 就 是 研 究 扳 扑 变 换 群 
(一 对 一 的 双方 连续 变换 群 》 下 的 不 变 问 题 。 形 象 地 说 ， 拓 
扑 学 是 研究 图 形 经 过 容 塌 、 拉 大 、 缩 小 或 任意 的 变形 下 保持 
不 变 的 性 质 。 例 如 把 橡皮 图 能 变形 成 一 个 圆圈 或 一 个 方 杠 
加 一 个 橡皮 环 柄 的 橡皮 球面 能 变形 成 一 个 环 面 ， 而 变形 后 的 
图 形 和 原 图 形 的 拓扑 性 质 是 不 变 的 ， 因 此 拓扑 学 有 一 个 通行 
的 形象 称号 叫 合 橡皮 几何 学 。 

另 一 方面 ， 通 常 把 四 形 都 看 修 是 安放 在 一 个 包 图 它们 的 
空间 之 中 ， 因 而 拓扑 学 同时 还 要 研究 从 一 个 空 阅 到 另 一 个 空 
河 的 连续 函数 的 性 质 , 这 桩 就 必须 研究 两 个 空间 本 身 的 性 质 。 
因此 研究 拓扑 学 的 主要 目前 就 是 贸 明 空间 的 几何 结构 ， 从 而 
掌握 空间 之 间 的 函数 关系 。 现 在 ， 这 门 学 科 已 经 渗入 到 并 沟 
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到了 数学 的 许多 分 去， 函数 论 、 泛 函 分 折 . 
分 几何 、 代 数 几 何 、 狼 理 逻辑 等， 而 且 在 其 他 工程 技术 中 
也 有 了 日 益 重 要 的 作用 。 

拓扑 学 在 当代 有 有 很 多 分 支 ， 刻 点 集 拓 扑 、 代 数 拓 扑 ， 微 

分 折 扑 、 儿 何 拓扑 等 ， 面 点 集 拓扑 〈 或 一 般 折 扑 、 分 析 拓 
扑 》 却 是 它们 的 基础 。 由 于 微分 方程 的 需要 ， 产 生 了 伟 立 叶 
分 析 ， 又 几 傅 立 叶 分 析 产生 了 集合 论 ， 点 集 抓 扑 就 是 以 集合 
论 作 为 基础 的 。 从 这 点 可 以 看 出 :点 集 拓 扑 对 于 近代 数学 的 
作用 类 似 于 该 儿 时 得 几何 对 丁 初等 数学 、 解 析 刀 何 对 于 微 积 
分 的 作用 。 
点 集 拓 扑 是 在 已 经 学 过 数学 分 析 、 复 变 和 实 变 函 数 的 基 
础 上 把 过 去 已 学 的 一 些 知识 系统 化 并 加 以 推广 ， 并 县 提出 一 
些 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 。 它 也 为 进一步 学 习 其 他 
学 科 浊 供 记 需 的 最 基础 知识 。 

现在 高 等 院 校 数学 系 ， 一 般 把 点 集 拓 扑 放 在 高 年 级 讲 
六 学 年 必 68 或 72 学 时 讲 完 。 有 的 院 校 唤 去 一 些 内 容 ， 而 
数 拓扑 。 这 虽 却 是 把 代数 拓扑 留 作 选 学 课程 。 

关于 卜 集 哲 扑 的 课本 ， 已 出 版 的 并 不 很 多 ， 有 些 正在 排 
印 ， 现 在 介绍 下 列 儿 种 作为 汇 本 和 参考 书 ， 课 本 是 ， 

和 点 集 扳 扑 学 》， 江 注 涵 编 ，1978 年 ， 上 海 科技 出 版 社 
出 版 ， 这 本 书 就 是 《拓扑 党 引 论 》 第 一 篇 ， 内 容 铺 简 、 直 观 
易 浇 ， 用 作 课 本 是 比 多 

《 上 太 集 拓 扩 讲义 》 
这 本 避 较 
车臣 。 
一般 拓扑 学 时 中 》， 


授 ， 
讲 些 


侈 天 编 ，1982 年 ， 人 民 教 育 六 版 
拓扑 学 》 稍 为 详尽 ， 可 


踩 正清 编 ，1979 任 ， 北 


，1981 年 华中 师范 学 院 氏 生 。 这 本 书 内 容 论 
者 的 阅读 能 力 。 
资 老 可 根据 下 表 安 排 自 学 。 


点 集 拓扑 学 自学 时 名 安 排 表 
元 内 容 


论 初步 点 剑 怖 掉 主义》 名 


《点 集 拓扑 学 了》 第 


7 空间 《点 集 折 站 学 》 第 二 章 


类 型 折 扑 室 间 拓 站 学 》 第 


由 于 本 谋 程 比 较 抽象 ， 学 习 的 时 候 ， 一 定 要 注意 概念 答 


问 的 关系 ， 并 多 举 些 具体 例子 或 反例， 用 钦 图 明 各 个 基本 
概念 的 湖 义 和 茶 些 
讲法 又 不 一 致 ， 参 考 其 他 书籍 的 时 候 ， 务 必 


蕉 要 定理 的 界限 。 又 本 课程 概念 较 多 ， 各 
意 各 书 松 念 


入 次 序 。 
二 集合 论 初 步 


近代 理论 数学 各 部 门 的 基础 ， 它 是 这 些 部 门 的 
。 读 者 在 代数 、 儿 何 、 分 析 各 浊 程 中 ,或 多 或 少 


共同 语 


地 已 接触 到 有 关 集 合 论 的 一 些 知识 。 由 于 本 课程 的 特点 ， 读 


掌握 集合 论 的 基本 知识 ， 并 要 作 
: 意 集合 是 一 个 不 定义 名 亲 ， 不 然 


汝 证 移 习 题 。 这 里 3 


站 


出 注 论 - 
本 单元 内 容 包 括 下 列 要 点 ， 一 些 数 集 的 表示 《记号 ) ， 


159 


集合 的 运算 ， 香 卡 儿 积 ， 智 积 : 关系 和 等 价 关系 。 为 了 把 集 
合 中 元 素 联系 起 来 ， 先 引入 关系 这 一 概念 。 再 引入 等 价 关 
系 ， 它 的 作用 是 把 集合 进行 分 类 而 建立 商 集 的 概念 ， 映射 和 
一 一 映射 ， 集 侯 ， 注 意 并 和 交 的 运算 ， 为 了 比较 两 个 集合 引 
入 等 势 的 慨 念 选择 公理 ， 这 个 公理 ， 表 面 看 来 似 很 明显 ， 
但 不 能 从 我 们 通常 对 集合 的 理解 出 发 ， 加 以 证 明 ， 在 集合 论 
中 ， 它 有 深刻 的 应 用 。 
三 度量 空间 

过 去 我 们 所 学 的 几何 分 析 等 ， 大 都 是 在 欧 儿 里 得 空间 里 
进行 讨论 的 。 面 欧 几 里 得 空间 具有 度量 特征 ， 它 龙 用 距离 来 
启明 的 。 现 在 把 欧 几 里 得 空间 星 的 距离 加 以 抽象 化 而 引进 度 
量 概念 ， 用 来 建立 度量 空间 。 这 是 首先 过 到 的 一 个 抽象 空 
间 ， 它 的 范围 相当 广泛 ， 包 括 近代 数学 中 常 遇 到 的 一 些 空 
间 。 因 此 度量 空间 的 基本 知识 是 不 可 忽 少 的 。 在 这 里 ， 将 比 
较 系 统 地 研究 度量 空间 的 一 些 性 奈 ， 要 注意 它 来 源 于 欧 几 里 
得 空间 的 哪些 性 质 ， 而 革 要 比较 它 和 欧 几 里 得 空间 性 质 的 异 
辐 。 

《一 ) 度量 空间 的 建立 ， 度 量 空间 利用 集合 中 元 素 具备 
菜 些 特征 而 建立 起 来 ， 再 由 已 知 的 六 量 空间 话 导 出 两 个 新 度 
量 空间 一 子 空间 和 积 空间 。 信 得 注意 的 是 ， 欧 几 星 得 空间 
的 子 空间 不 一 定 是 欧 几 里 得 空间 ， 而 两 个 欧 几 里 得 空间 的 积 
空间 却 是 欧 几 里 得 空间 。 对 于 度量 空间 中 点 的 邻 域 和 性 质 ， 
要 注意 它 的 来 源 ， 这 里 是 无 区 间 概 念 的 。 

(二 ) 度量 空间 的 子 集 ， 先 利用 令 虞 定义 开 集 ， 再 用 余 
集 定义 闭 集 ， 聚 点 定义 闭 包 和 但 密 子 集 ， 并 研究 子 集 和 它 的 
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钱包 具有 的 和 性质， 研究 子 集 的 六 包厢 收敛 点 序 药 的 极限 点 之 
间 的 性 质 。 

《三 ) 连续 映射 , 这 是 解析 几何 中 线性 蜡 射 ( 正 交 映射 或 
仿 射 映射 的 推广 。 连 续 映 射 简称 映射 。 它 的 畦 便 是 连续 活 
数 。 要 理解 两 个 度量 空间 的 一 个 对 应 所 具备 的 五 个 等 价 性 
质 。 

《四 ) 拓扑 喘 射 ， 为 了 把 度量 空间 或 更 广泛 的 空间 里 的 
图 形 加 以 分 类 ， 引 进度 量 空间 的 拓 拖 映射 《或 同 古 》 以 及 拓 
扑 性 质 等 概念 。 

《五 ) 列 紧 狂 质 的 第 一 个 特征 一 一 序列 式 列 紧 性 。 它 是 
欧 几 里 得 空间 讨论 连续 函数 性 质 时 候 所 用 的 波 尔 察 诺 - 魏 尔 
斯 特 拉 斯 定理 在 度量 空间 的 推广 。 注 意 欧 几 里 得 空间 、 开 量 
室 间 、 列 紧 度 量 空 间 的 列 紧 子 集 和 有 界 闭 集 的 关系 ， 列 紧 性 
的 序列 式 特征 。 

《六 》 列 紧 性 质 的 第 二 个 特征 一 一 紧 致 业 ， 它 是 欧 几 里 
得 空间 中 海 因 内 - 波 莱 尔 定理 在 度量 空间 的 推广 。 这 里 还 用 
紧 致 性 给 由 列 紧 度 量 空间 的 又 一 个 特征 。 

拓扑 空间 

我 们 已 经 知道 度量 空间 是 欧 几 里 得 空间 扒 其 自然 的 推 
广 ， 钢 在 从 度量 空间 又 可 以 很 自然 地 过 渡 到 更 如 广 泛 、 更 加 
抽象 的 拓扑 空间 。 这 种 空间 的 来 源 有 两 方面 的 因素 :一方 
面 ， 欧 儿 里 得 空间 和 度量 空间 ， 它 们 分 嘲 用 现实 的 陈 离 各 抽 
象 的 瑟 离 来 刻 面 ， 而 上 朋 都 是 实数 。 现 在 要 脱离 距离 这 一 概 
念 ， 也 就 是 完全 从 现实 的 欧 几 里 得 空间 解放 出 来 。 另 一 方 
而 ， 申 于 自然 现象 手 供 了 大 量 有 关连 续 性 的 材料 这些 也 很 
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需要 从 更 高 的 观点 如 以 抽象 和 器 括 。 因 此 ， 可 以 说 托 扑 空 沁 
是 由 儿 条 和 分 析 相 结合 痢 产 生 的 ， 这 同 初 等 几何 和 初等 代 殖 
相 结 合 再 产生 解析 几何 是 非常 类 似 的 。 

在 这 足 ， 用 度量 室 间 开 焦 的 性 质 作为 折 扑 结构 列 进 折 扑 
空间 ， 主 要 学 习 拓扑 空间 以 及 从 拓扑 空间 到 指 扑 空间 的 连续 
映射 的 一 些 基本 概念 和 性 质 。 我 们 将 会 看 到 ， 度 量 空 间 对 于 
拓扑 空间 的 作用 如 同 欧 儿 里 得 空间 对 于 度量 空间 的 作用 一 
样 。 

《一 》 折 扑 空间 的 建立 :拓扑 空 闻 的 建立 ， 有 不 同 的 方 
法 。 这 中 是 抒 一 非 空 集 侣 利用 度量 空间 开 集 的 件 质 而 甩 开 度 
量 空间 的 概念 ， 规 定 一 个 拓扑 结构 《简称 拓扑 》 而 形成 一 个 
拓扑 空间 。 

凡是 度量 空间 必 是 拓扑 空间 ， 反 过 来 并 不 成 立 。 任 一 非 
室 集 合 ， 必 能 形成 平庸 空间 和 离散 室 间 西 个 扳 扑 空间 ， 它 们 
分 别 具 有 最 小 拓扑 和 最 大 拓扑 。 

(二 ) 拓扑 空间 的 子 空间 ， 设 有 拓扑 空间 邢 = (35，z)》， 
又 有 S 的 非 空子 浊 4， 且 ca= 4nr， 可 证 将 是 4 上 的 一 个 
折 扑 结构 ， 而 把 < 叫做 z 关 于 -44 的 相对 拓扑 或 子 空间 拓扑 。 
了 = 04, 四 叫做 不 的 子 空间 《参看 《点 集 拓扑 讲义 》 第 二 党 
第 8 节 ) 。 注 意 拓 扑 室 间 子 集 形 成 拓扑 空间 ， 但 不 是 它 的 子 
空间 。 

《三 ) 拓扑 基 : 从 度 景 室 间 的 球形 邻 域 出 发 ， 得 出 开 集 
的 概念 ， 加 以 抽象 化 ， 就 得 到 建立 拓扑 的 梳 念 。 利 用 这 个 思 
想 ， 引 进 拓 扑 空 亲 的 拓扑 基 的 概念 。 一 个 拓扑 空间 可 能 有 不 
向 的 拓扑 基 , 内 此 又 引进 癸 个 拓扑 基 的 等 价 概 念 ,并 讨论 它们 
的 判定 方法 。 
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〈 亲 ) 两 个 拓扑 空间 的 积 空间 ， 设 有 集合 S 和 了 上 的 拓 
外 空间 X 和 丫 ， 叉 {wo} 和 {v3} 分 别 是 它们 的 拓扑 基 ， 可 证 管 
卡 儿 积 多 x 了 形成 以 {4 x v2} 作为 拓扑 基 的 括 扑 空间 ， 而 巴 
做 和 YY 的 积 空间 (参看 《 点 集 拓扑 讲义 》 第 9 节 ) 。 

《五 ) 拓扑 空间 的 一 些 基本 概念 ， 首 先 引进 拓扑 空间 的 
不 定义 和 名词 “ 开 集 ”， 然 后 引进 邻 域 概 念 ， 它 们 分 别 和 度量 
空间 的 开 集 和 球形 侣 域 相当 。 于 是 度量 空间 的 一 些 基本 概念 
都 可 类 推 到 拓扑 空间 。 拓 扑 空间 的 前 集 、 闭 包 具 有 和 度量 空 
闻 相 同 的 性 质 。 而 且 两 个 拓扑 空间 前 一 个 对 应 所 具备 的 条 
件 ， 同 两 个 度量 空间 所 研究 的 同样 问题 也 非常 相似。 又 两 个 
折 扑 空间 如 果 辐 肥 、 就 说 它们 拓扑 等 价 。 以 后 将 集中 研究 拓 
扑 空间 的 拓扑 性 质 。 

《六 》 拓 了 扑 空 间 竟 商 空间 ;这 部 分 可 作 选 学 内 容 。 
五 ”特殊 类 型 拓扑 空间 

一 般 的 拓 护 空间 和 度量 空间 、 列 紧 度 量 空间 之 间 的 差距 
是 很 大 的 ， 轩 此 要 在 它们 之 间 引 进 一 系 列 的 拓扑 空间 作为 桥 
潜 。 办 法 是 ， 在 -- 般 拓扑 空间 里 加 二 某 些 拓扑 性 质 作为 限 
制 ， 使 它 具 有 某 些 特殊 意义 和 合乎 要 求 的 特征 ， 就 可 得 出 若 
于 类 特殊 类 型 的 拓扑 宣 癌 ， 阿 时 它们 还 将 提供 判定 不 同 陡 的 
办 法 。 它 们 是 在 近代 分 析 、 儿 何 、 代 数 以 及 代数 拓扑 等 分 支 
方面 常常 明 到 的 一 些 空间 。 

这 部 分 的 上 内容， 包括 ; 

(一 ) 可 数 涉 公理 ， 在 拓扑 空间 共有 两 个 可 数 性 公理 ， 
记 作 -4 和 4:。 

《二 ) 分 离 性 公理 ， 拓 扑 空间 里 共有 五 个 分 离 性 公理 ， 


记 作 了 ，7，7，7s 和 Te 

(三 ) 公理 4 和 也 的 意义 ， 前 而 已 看 到 ， 在 拓扑 空 间 
里 的 公理 都 和 开 集 有 关 ， 因 而 直接 地 对 拓扑 空间 的 托 扑 有 所 
最 制 ， 而 且 对 闭 集 、 闭 包 ， 收 侠 序 列 都 有 影响 。 这 部 分 将 限 
于 讨论 公理 4 和 Te， 大 对 于 所 包 和 收 伍 序列 之 间 隐 影响 。 

《中 ) 公理 -志和 了 的 意义 ， 从 度量 空间 ， 引 出 三 种 列 
紧 性 和 一 种 紧 致 性 ， 读 者 要 注意 它们 之 间 的 关系 。 

《五 ) 正则 空间 和 正规 空间 : 在 可 数 性 公理 4 和 分 离 性 
公理 的 基础 上 ， 分 别 研究 正则 空间 和 正规 空间 的 几 个 特征 ， 
以 及 这 两 种 空间 的 关系 ， 讨 论 的 时 候 未 涉及 到 各 种 列 紧 性 和 
紧 致 伍 ， 面 论 及 正规 空间 的 连续 函数 的 性 质 。 

Gx)》 度量 化 定 一 ， 拓 扑 空间 一 般 不 是 度量 空间 。 在 什 
么 条 件 下 ， 一 个 拓扑 空间 是 可 度量 的 ? 这 是 一 个 很 重要 的 河 
题 。 这 里 有 两 个 性 质 ， 一 个 是 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 站 能 度 
量化 的 充 要 条 件 是 : 民 荐 7 空间 。 另 一 个 是 具有 可 数 基 的 
拓扑 空间 X 能 度量 化 的 充 奚 条 件 是 ，XX 是 7s 空 间 。 守 注意 
在 这 两 个 性 质 中 “有 可 数 基 ” 的 条 件 不 是 必要 的 。 它 可 喊 弱 
为 “有 至 多 可 数 个 局 部 尖 限 开 集 乌 所 成 的 苦 ”， 见 永田 一 斯 
米尔 诺 夫 定理 :拓扑 空 河 可 诬 量 的 充 要 条 件 是 它 具 有 可 数 个 
局 部 有 限 开 集 筷 所 成 集 的 空间 。 

《七 ) 紧 致 的 7, 宗 间 ，T 了 空间 已 具有 一 些 重 要 空间 的 
性 于， 这 里 将 讨论 紧 致 的 7 了, 空间 ， 它 保留 了 度 量 空间 的 相 
当 多 的 重要 性 质 。 

《 八 ) 连通 性 ， 我 们 知道 ， 直 党 观念“ 不 连 成 一 决 的 数 
学 其 象 就 是 分 离 性 ， 而 “ 连 成 一 块 ” 的 数学 抽象 就 是 这 里 的 
连通 注 。 但 取 注 意 ， 分 高 性 是 局 部 结构 ， 而 连通 性 却 是 整体 
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结 坟 。 更 须 沪 意 运用 分 离 。 连 适 等 概念 -~ 定 要 避免 坦 党 观 

《 思 ) 映射 的 扩张 ， 利 用 喘 射 的 扩张 可 以 肇 遂 折 扑 空 问 
的 性 质 。 俱 不 是 任 一 喘 射 都 能 扩张 。 扩 张 在 拓扑 学 里 占有 重 
要 地 位 。 


六 白 我 测试 古 

1. 给 出 下 列 各 组 中 ， 每 个 名 词 的 确切 定义 ， 比 较 它 们 
的 异同 ， 并 说 明 它们 的 关系 ， 

《1 ) 度量 空间 的 子 空间 和 拓扑 空间 的 子 空间 

《2)》 4 空间 (i=1,2)， 

《3) 人 空间 G=0,t, 2,，3，4)?4 

(4 ) 连通 拓扑 空间 和 道路 连通 拓扑 空间 。 

2。 定义 ， 设 拥 扑 空间 有 可 数 稳 密 子 集 就 巴 可 分 空间 。 

证 明 ， 第 二 可 数 空间 必 是 可 分 空间 。 反 过 来 成 立 吗 ? 

3、 证 明 ， 公 空 间 里 ， 独 点 集 必 是 闭 集 。 反 过 来 成 立 
了 查 ? 

4. 定义， 如果 一 个 拓扑 空间 具有 某 性 质 己 ， 而 它 的 每 
一 个 子 空间 都 具有 这 性 质 ， 那 么 这 性 质 己 叫做 可 遗传 的 。 证 
明 ， 当 i= 1 ,2 ,3 时 ，T, 公 理 是 可 超 传 的 。 

5. 证 明 紧 致 性 是 拓扑 性 质 。 

6， 设 X 是 -一 个 拓扑 空间 ， 且 M NCX，MM,N 是 连通 
的 又 人 站 六 关内 那么 人 WU 六 也 是 连通 的 。 
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概率 论 和 数理 统计 
徐 永 细 


一 概述 

概率 论 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 研究 随机 现象 中 有 关 事 件 
的 概率 和 它 的 人 性质。 什么 是 随机 现象 ? 随机 现象 又 叫 偶然 现 
象 ， 在 我 们 的 日 常生 活 中 到 处 部 能 兄 到 。 上 比如， 一 要 硬币 掉 
在 桌 奇 上 ,有 国 微 的 那 一 面 可 能 高 上 ,也 可 能 朝 下 ， 泪 你 在 上 上 
午 十 点 名 去 某 一 个 公共 汽车 站 看 一 看 等 车 的 人 数 ， 在 点 钟 
以 匣 你 没有 办 法 十 分 准确 地 说 出 这 个 数 ， 这 个 数 可 能 是 零 ， 
也 可 能 是 1 ，2 ，…… 到 了 十 点 钟 才 能 短 道 。 象 这 种 在 一 定 
的 条 件 之 下 ， 可 能 出 现 这 样 的 结果 ， 也 可 能 出 现 那 样 的 结 
果 ， 而 量 带 有 偶然 性 的 现象 ， 蚀 随机 现象 。 

人 们 对 随机 现象 的 认识 没有 停留 在“ 可 能 出 现 这 样 的 结 
黑 、 也 可 能 出 现 那 样 的 结 困 ”这样 的 表面 现象 上 。 牛 产 的 发 
自 、 科 学 研究 的 深入 ， 使 许多 学 科 和 部 门 不 断 地 要 求 进一步 
认识 随机 现象 。 例 如 ， 一 个 工厂 为 了 保证 出 厂 的 产品 符合 
求 ， 就 要 对 产品 进行 检验 。 当 产品 的 数量 非常 天 ， 或 者 检验 
对 产品 布 破坏 性 的 时 候 、 不 可 能 对 条件 产品 都 失 验 ， 遂 
抽验 一 部 分 产品 ， 热 后 根据 这 部 分 产品 药 好 坏 昼 断 全 部 产品 
的 好 坏 。 举 例 来 觉 ， 从 一 批 含有 一 定数 量 废品 的 产品 中 任意 
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拖 验 10 件 ， 来 判断 这 批 产 直 率 是 否 超 过 1 %， 在 这 10 
御 产 品 中 训 能 没有 大曲 ， 可 能 有 1 件 、2 件 废品 ，*…， 也 可 
能 10 伯 部 是 废品 。 我 们 仪 爷 这 点 可 能 出 现 的 结果 ， 还 无 法 断 
育 全 部 产品 的 废品 率 是 否 超过 1%， 需 要 进一步 研究 各 种 结 
困 出 现 的 可 能 性 有 多 次 。 对 随机 现象 的 这 种 研究 就 形成 了 概 
率 论 的 独特 方法 和 证 富 的 内 容 。 现 在 概率 论 已 广泛 应 用 于 自 
然 科 学 和 社会 科学 的 许多 领域， 以 及 工业 、 农 业 、 商 业 和 国 
防 的 许多 部 门 。 因 此 ， 今 天 理 、 工 、 农 、 医 各 类 学 校 和 部 分 
文科 系 科 都 要 学 习 概 率 论 和 数理 统计 ， 或 者 开设 专 课 ， 或 者 
列 为 数学 课 中 的 一 部 分 。 

各 类 高 等 学 校 中 的 概率 论 和 数理 统计 课程 介绍 概率 沦 与 
数理 统计 的 一 些 基 本 概念 和 基本 方法 ， 学 过 微 积分 和 高 等 代 
数 就 古 以 学 习 这 门 课 程 。 自 学 的 读者 可 以 在 下 男儿 本 书 中 选 
择 一 本 作为 学 习 课本 。 

《概率 论 与 数理 统计 基础 》， 严 士 健 等 编 ，1982 年 ， 上 
海 科学 技术 出 版 社 出 版 。 

《 福 率 统计 讲义 》、 中 家 易 等 编 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 
版 。 

冬 概率 论 》 第 一 册 ， 第 二 册 第 一 分 册 ， 复 旦 大 学 编 ， 
1979 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 

《 概率 论 与 数理 统计 》， 中 山大 学 编 ， 人 民 教 育 出 版 社 
出 版 。 

这 一 .课程 教学 大 网 所 列 让 容 ， 讲 授 68 学 时 左右 ， 自 学 大 
线 要 用 200 学 时 。 以 严 土 健 等 编 的 《 概率 论 与 数理 统计 基础 》 
一 书 为 侧 ， 侈 书 可 分 成 三 个 单元 ， 第 一 章 是 第 一 单元， 第 
二 、 三 、 外 章 是 第 二 单元 ， 第 五 章 是 第 三 单元 。 各 学 的 读 考 
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可 以 用 略 多 于 50 学 时 药 时 间 读 第 一 单 郊 ， 用 略 少 于 100 学 时 
的 时 间 读 第 二 单元 。 后 协和 就 按照 这 本 书 作 课本 ， 谈 谈 学 习 每 
章 时 候 应 当 注 意 的 事项 。 


二 基本 概念 

概率 论 研究 的 是 随机 现象 中 有 关 事 件 的 概率 和 它 的 性 
质 。 严 士 刍 等 纺 的 《 概率 论 与 数理 统计 》 一 书 的 第 一 章 讲 了 
事件 、 概 率 等 概念 ， 这 是 全 书 的 基础 。 学 习 数 学 概念 的 时 
候 ， 既 票 弄 明白 定义 ， 又 要 注意 概念 的 产 生 背景 和 实际 含 
义 。 学 习 慨 率 论 的 实 念 区 其 要 这 样 。 例 如 ， 要 能 够 从 频率 和 
概率 的 关系 ， 理 解 一 个 事件 的 概率 确 能 刻画 这 个 事件 出 现 欧 
可 能 性 大 小 : 对 于 任意 两 个 具体 的 事件 ， 要 能 很 快 迪 想 明 和 
这 两 个 事件 的 和 、 积 是 什么 样 的 事件 ， 它 们 的 对 立 事件 又 是 
什么 等 等 。 如 果 不 熟 释 这 些 概念 的 实际 含义 就 不 能 使 用 这 些 
概念 去 说 明 问 题 。 在 这 一 章 讲 的 另 一 个 基本 概念 是 独立 事 
件 ， 要 从 条 件 往 率 的 含义 ， 理 解 两 个 事件 独立 和 几 个 事 传 总 
起 来 独立 的 含义 。 

这 一 章 还 介绍 了 几 个 县 体 的 概率 次 型 一 一 古典 袜 型 、 几 
何 福 型 、* 次 独立 试验 概 型 等 。 这 些 概率 模型 痢 是 很 有 用 
的 ， 其 中 古典 楼 型 讲 得 更 多 ~- 些 ， 有 关 的 习题 也 比较 多 。 学 
习 这 一 部 分 前 时 候 ， 应 当 注 意 下 面 两 件 事 ， 第 一 ， 求 古典 流 
型 中 事件 的 概率 ， 往 往 使 用 排列 组 合 的 概念 和 计算 公式 ， 解 
这 种 题 最 重要 的 是 把 事件 分 析 清楚 ， 把 事件 起 清楚 了 ， 计 算 
“样本 点 总 数 ” 和 “事件 中 包含 的 样本 点 个 数 ”的 方法 自然 
就 明确 子 。 初 学 者 容易 犯 的 一 个 毛病 ， 是 拿 到 是 日 后 还 没有 
弄 明 白 事 件 就 急于 想 知道 这 个 题 是 用 排列 公式 做 还 是 用 组 合 
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公式 做 〈 黄 实 这 人 题目 可 以 不 用 排列 组 合 的 公式 ， 或 者 用 哪 
个 公式 都 可 以 ) 。 这 样本 末 倒 置 必 导 致 生 捉 硬 套 ， 不 易 得 出 
正确 的 结论 。 第 二 ， 汪 典 概 型 比较 具体 、 直 观 ， 用 这 个 模型 
理解 基本 福 念 是 有 好 处 的 。 上 古典 概 型 这 一 部 分 有 许多 习题 和 
例题 ， 有 一 定 的 难度 ， 题 目 本 身 或 解 题 的 技巧 都 会 引起 读者 
的 兴趣 ， 适 当地 多 做 一 些 题 也 是 有 益 的 ， 但 是 不 必 在 这 部 分 
停留 过 久 ， 因 为 占 典 概 型 中 的 概率 计算 并 不 是 概率 论 的 中 心 
内 容 。 

另外 ， 第 三 节 中 的 例 1 值得 注意 ， 通 过 这 个 例题 ， 可 以 
体会 一 下 研究 参 机 事件 是 项 的 可 能 性 大 小 的 意义 。 


三 随机 变量 

已 经 掌握 了 第 一 章 的 基本 概念 以 后 ， 就 要 把 注意 力 祭 中 
到 全 书 的 中 心 内 容 力 画 ， 全 书 的 中 心 是 随 负 变量 的 分 布 和 它 
的 数字 特征 。 

有 许多 随机 现象 的 随机 事件 表现 为 某 个 变量 随机 地 取 
值 ， 取 这 个 值 或 取 那 个 值 ， 在 这 个 范围 里 〈 如 在 某 民 间 里 ) 
攻 什 ， 或 在 那个 范围 时 取信 。 这 时 候 ， 事 件 的 概率 可 以 由 读 
者 熟 习 的 普通 点 函数 来 确定 。 对 于 这 类 随 宙 现象 用 随机 变量 
和 它 的 分 布 律 来 刻本 是 自然 的 ， 也 是 方便 的 。 学 习 这 一 部 
分 ， 首 先 要 通过 例题 熟 习 这 类 随 读 贡 象 中 事件 的 表现 培 式 
自 包 试 闭 举 几 个 随机 变量 刻画 的 随机 项 象 的 例子 ， 想 一 想 这 
些 随机 现象 中 有 哪些 随机 事件 ， 然 后 就 要 把 注意 力 集中 到 怎 
祷 掌 握 随 视 痰 量 的 分 布 律 《一 般 随 机 变量 的 分 布 函 数 、 离 区 
型 随机 谈 量 的 分 布 列 或 害 续 型 随机 变 禾 的 分 布 密度 ) 上。 第 
二 章 的 内 容 就 是 围绕 这 个 中 心 问题 展开 的 。 
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第 二 章 2.2，3.2 介 绍 了 几 个 常见 的 分 布 ， 其 中 正 态 分 布 

没有 具体 讲 它 的 产生 背景 ， 但是， 正 态 分 布 〈 包 括 多 元 正 态 
分 布 ) 无 论 在 实际 应 用 方面 ， 还 是 分 布 的 理论 研究 方面 ， 都 
十 分 重要 ， 请 读者 注意 。 
求 随机 变量 的 分 布 〔 分 布 函 数 、 分 布 列 或 分 布 密度 ) 仍 
是 求 事件 的 概率 ， 不 是 什么 新 的 问题 ， 因 此 仍 要 注意 先 把 有 
关 的 事件 息 清 楚 。 其 次 思想 上 要 明确 求 随机 变 景 的 分 布 〈 一 
维 隧 讽 变 景 的 分 布 、 多 维 随机 变 景 的 联合 分 布 和 边沿 分 布 、 
随机 变量 函数 的 分 布 ) 蚌 一 项 基本 功 ， 必 须 练 好 。 在 阅读 深 
本 或 作 习 是 的 时 候 ， 将 遇 到 的 困难 是 多 重 积分 和 广义 积分 的 
计算 ， 推 导 麻 烦 一 些 ， 长 -~- 些 ， 但 只 要 认真 地 、 一 - 丝 不 萄 地 
读 ， 一 步 一 步 地 做 ， 四 难 是 可 以 克服 的 ， 也 只 有 这 样 才 会 感 
到 有 所 收 签 。 

本 章 第 一 、 四 两 节 分 别 讲 了 随 负 变量 和 随机 南 量 的 定 
义 ， 介 是 后 来 没有 再 强调 它们 。 例 如 ， 讲 随机 变量 和 耳机 向 
量 的 函数 分 布 的 时 候 ， 就 黑 认 了 这 些 随 机 变量 和 随机 向 晤 的 
函数 都 是 随机 变量 ,这 是 内 为 本 书 受 了 所 用 数学 工具 的 限制 。 
读者 在 这 些 地 方 不 必 深 究 。 


四 数字 特征 和 特征 浮 数 

随机 变量 、 随 机 变量 分 布 的 数字 特征 是 刻画 随机 变量 、 
随机 变量 分 布 的 某 些 特征 的 数值 。 随 贞 变 量 的 取 值 规 侍 虽 然 
香 它 的 分 布 律 完全 刻画 了 ， 但 是 还 需要 用 它 的 数字 特征 集中 
地 刻画 某 些 方面 的 特点 。 而 在 不 了 解 某 个 随机 变量 的 分 布 律 
的 时 候 ， 知 道 某 些 数字 特征 也 能 使 我 们 大 体 上 了 解 这 个 随 锐 
变 晤 的 取 秆 规律 。 
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随机 变 一 有 许多 数字 特征 ， 第 三 章 亚 讲 了 其 中 几 个 主要 
的 ， 读 者 可 以 重点 掌握 数 学 期 望 、 方 差 、 相 关系 数 这 三 个 
数字 特征 ， 一 取 知 道 定 义 、 任 质 和 常用 分 布 的 数字 特征 ， 志 
要 知道 这 些 数字 特征 能 表示 随 册 变量 的 娜 些 特点 。 
第 二 章 讲 的 第 二 个 出 容 是 随机 变量 或 它 的 分 布 ) 的 特 
征 函 数 ， 它 是 斌 究 随 机 变量 分 布 的 一 个 工具 ， 分 布 函数 和 它 
的 特征 函数 之 问 是 有 一 一 对 应 的 关系 的 ， 当 直接 求 某 一 随机 
变量 的 分 布 有 图 难 而 求 它 的 特征 函数 比较 容易 的 时 候 ， 可 以 
函数 ， 然 后 由 特征 函数 确定 所 求 的 分 布施 数 。 
五 节 5.1 注 质 6 、5.2 定 理 2 《逆转 公 式 ) 的 证 
繁 韦 ， 第 一 次 阅读 可 以 不 看 ， 知 道 结论 就 行 了 。 


五 大 数 定 举 和 中 心 极 眼 定 未 


第 四 章 讲 了 两 类 极限 定理 ， 有 时 收 很 难 求 得 随 宙 变革 的 
和 芋 确 分 布 ， 但 症 在 一 定 的 条 件 下 可 以 求 得 它 的 近似 分 布 ， 而 
这 对 计 解 决 某 些 应 用 问题 来 说 就 是 够 了 。 隶 近似 分 布 就 要 借 


〈 柯 分 洛 夫 强大 数 定律 )》 和 定理 6 《独立 问 分 布 情形 的 
中 心 极限 定理 )。 


六 统计 推断 初步 
第 瑟 章 介绍 了 一 些 常 用 的 数理 统计 方法 ， 这 是 慨 率 论 的 


一 个 系统 应 用 。 
一 到 岂 念 ， 如 随机 事件 的 概率 。 随 机 变量 


的 分 布 律 和 数 用 这 些 概 念 ， 可 以 在 不 同 程度 上 
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刻画 我 们 希望 认识 的 随机 现象 。 然 面 在 实际 条 到 的 问题 中 ， 
事件 的 概率 或 随机 变量 的 数字 特征 ， 往 往 是 未 知 的 ， 对 于 这 
些 未 知 的 东西 需 要 做 出 较 好 的 估计 。 数 理 统计 的 任务 之 一 ， 
就 是 根据 随机 试验 的 实际 结 时 来 信 计 或 推测 事 从 的 概率 、 随 
机 变量 的 分 布 、 数 字 特 征 等 等 。 

这 一 章 对 读者 的 要 求 是 知道 一 些 常用 的 数理 统计 方法 ， 
能 正确 地 使 用 这 些 方法 并 且 对 这 些 方法 有 一 定 程度 的 理解 。 
根据 这 个 目的 ， 建 议 读 考 在 阅读 这 一 章 的 时 候 ， 先 浏览 一 
遍 ， 从 各 节 药 例题 看 大 问题 是 怎样 提出 来 的 ， 解 决 到 什么 程 
度 ， 和 解决 这 种 问题 的 思想 是 什么 ， 然 后 再 系统 地 ， 一 步 一 步 
地 读 。 这 一 章 的 1,2，4.2 继 续 斌 究 某 些 随 机 变量 函数 的 分 
在 ， 是 第 二 章 内 容 的 继续 ， 读 好 这 两 小 节 才能 对 下 面 将 介绍 
的 统计 方法 有 所 理解 ， 因 此 ， 仍 要 象 恋 第 二 章 那 样 认真 地 
读 。 谈 第 一 节 要 注意 样本 和 样本 值 的 差 刘 ， 前 者 是 随 贡 向 
量 ， 后 者 是 非 随机 向 量 。 第 二 、 三 两 节 讲 对 来 知 参数 的 合计 
和 对 统计 假设 的 检验 。 要 注意 ， 一 个 点 估计 方法 是 由 一 个 信 
计量 偏 定 的 ， 面 舍 计 方法 的 优 劣 可 以 骨 一 些 淮 则 来 笑星 。 一 
个 检验 方法 是 由 一 个 判别 区 城 确定 的 ， 要 从 控制 和 减少 两 类 
错误 米 理解 一 些 常用 检验 方法 的 好 处 。3,4 的 似 然 比 检 验 给 
出 了 一 个 构造 判别 区 域 的 方 活 ， 中 间 有 些 推导 比较 烦 巴 ， 在 
第 一 次 阅读 的 时 候 可 以 不 看 ， 知 道 结 沦 就 行 了 。 第 四 、 第 五 
两 季 讲 的 因子 试验 中 的 方差 分 析 方 法 和 线性 向 归 方法 前 是 党 
用 的 方法 ， 要 熟悉 这 些 方法 ， 理 解数 学 模型 是 怎样 提出 来 
的 。 

景 后 在 这 里 试 氢 几 个 题目 ， 在 最 后 的 复习 阶段 可 以 把 这 
些 题目 作 一 由， 不 用 限制 时 间 。 列 出 的 题目 不 是 复习 提 网 ， 
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而 且 大 部 分 是 溃 的 内 容 和 作 过 的 习题 ， 作 一 攻 这 些 题目 对 于 
读者 复习 和 巩 国 学 过 的 主要 内 容 可 能 是 有 好 处 的 。 
七 自我 测试 题 

1 试 述 概率 的 定义 ， 说 明 概率 的 实际 意义 。 

2 从 0，1，2，…，9 中 随机 地 取出 5 个 数 《可 重 
复 ) ， 忆 ,表示 事件 “其 些 数 恰好 出 现 1 次 >” ，i= 0，1， 
2，3，4，5 (例如 取出 52353 时 E,，E,，E, 发 
生 ) ， 试 说 明 EEo，EE,，,， 态 ,， 玉 ,，,，s 的 关 系 〈 如 
,和 El,，E, 二 等) 并 给 出 图 示 。 

3。 什么 叫 两 个 事件 独立 ? 试 给 出 两 个 独立 的 事件 。 

4. ”证明 两 个 事件 4、B 独立 的 充 要 条 件 是 

P(AB)=P(A). P(B), 


5， 设 9=(0,1), 了 = (0, 坟 ], 入， 13， 
(0.17, Po Po -PP( 二 = 
了 rt, 1)- 这 证 CD 二 ，P) 是 一 个 组 率 空间 。 
如 果 


0, 0<o 二 了 |+co，0<ow < 去 
(oO) 一 1 5 下 (9 一] 1 
-< 去 上， 二 <o 挟 
[1 Se 和 1 i, B01 
£0) = 0 


试问 哪 一 个 是 〈 台 ,和 ,已 ) 上 的 随机 变量 ? 如 果 不 是 ， 为 什 
么 ? 如 果 是 ， 字 前 分 布 函 数 是 什么 ? 
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6， 在 《0 ,1 上 区 勾 分 布 ， 试 证 3 一 - 2145 服 从 自 
出 度 是 2 的 xX 分布。 
7. 证明， 
(1 3 
Pn Fe 0 
0 当 zy< 0 


是 一 个 概率 分 布 密度 函数 并 求 出 两 个 边 洪 分 
8. 6 5 独立， 都 在 Ca,67 i ] 分 布 ， 
设 = 让， 二 ax 人。 试 分 别 来 ?3 3 和 
1 的 分 在 
9. 试 述 一 维 随机 变量 的 数学 期 涓 和 方差 的 定义 ， 并 说 
其 它们 的 实际 意义 。 
10， 随机 变量 的 数学 期 户 、 方 改 都 存 在 。7b 


>, 是 :的 样本 ， 试 说 明 用 = 二 Sz, 作为 太 交 入 计 什 有 
哪些 好 的 性 质 ? 为 什么 ? 

Tt， 了 独立 
(aa 让 全 1 2 2 


如 果 7:=7.9，za 一 8.2，7a 一 8.1，2s 一 8 7，2s 一 7.5， 


Te=9.1, 
Y=7.8, Y=7.3, Ys=7,.6, ys=8.4, Ys—=7.7, 


Ye=7.9, 
试 对 a 一 5 做 区 间 侦 计 ， 坚 沪 系 数 用 0.95。 
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数学 物理 方程 


一 概 述 


数学 物理 方程 是 由 自然 科学 和 工程 技术 中 出 现 的 一 些 偏 
微分 方程 组 成 前 一 门 大 学 数学 专业 课程 ， 有 时 它 也 包括 积分 
方程 、 微 分 积分 方程 。 它 的 训练 意义 是 培养 学 生 综合 运用 基 
础 课 的 知识 ， 去 解决 物理 、 力 学 和 工程 技术 中 常见 的 一 些 仿 
微分 方程 的 初步 能 力 ， 进 而 为 学 习 现代 偏 丛 分 方程 理论 作 准 
备 。 

1977 年 ,国家 拟订 的 教学 大 纲 规 定 ,本 课程 的 主要 内 容 是 
三 类 古典 数学 物理 方程 , 波动 方程 ,热传导 方程 和 调和 方程 。 
讨论 它们 的 基本 定 解 问题 的 解法 、 适 定性 和 解 的 基本 性 质 。 

数学 物理 方程 一 方面 不 断 地 向 其 他 数学 分 支 提 出 新 间 
壬 ， 促 使 它们 发 展 ， 另 一 方面 又 大 量 地 吸 上 收 其 他 分 支 的 新 成 
果 ， 形 成 自己 的 新 方法 、 新 理论 ， 这 是 数学 物理 方程 的 一 个 
特点 。 因 为 这 裤 ， 就 给 学 习 带 来 一 些 困难 。 为 了 理解 它 的 基 
本 内 容 ， 必 须 掌握 数学 分 析 、 常 微分 方程 、 普 通 物理 、 线 性 
代数 、 池 数论 欧 基 本 知识 。 在 这 几 方 面 有 欠 读 的 读者 ， 应 当 
及 时 地 补习 一 些 相 应 的 知识 ， 多 作 些 练习 来 弥补 自己 的 不 
足 。 本 课程 的 另 一 个 特点 是 它 和 物理 、 力 学、 工程 技术 的 联 
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系 比 其 他 任何 数学 分 支 更 直接 、 更 密切 。 不 仅 它 所 研究 的 问 
题 往往 直接 来 白 上 述 各 门 科学 ， 而 且 它 的 基本 解法 多 半 有 上 明 
显 的 实际 背景 。 因此、 为 了 深入 了 解数 学 物理 方程 的 理论 系 
统 和 研究 方法 ， 不 掌握 几 个 典型 的 物理 模型 是 不 行 的。 学 习 
的 时 候 ， 应 当 经 常 把 这 些 模型 的 物理 现象 和 方程 中 相应 的 理 
论 、 方 法 进行 对 比 。 一 句 话 ， 要 善于 借 物理 模型 启发 自己 的 
思维 ， 才 不 至 于 觉得 它 的 理论 和 方法 古怪 而 难以 接受 ， 才 会 
认为 那 是 水 到 织 成 的 自然 道路 。 

自学 的 第 一 个 问题 是 选择 课本 ， 现 在 介绍 几 本 供 读者 参 
考 。 

《数学 物理 方程 》， 复 旦 大 学 数学 系 编 ，1979 年 ， 人 民 
教育 出 版 社 出 版 。 这 本 书 是 高 等 学 校 的 试用 教材 ， 可 以 选 作 
自学 课本 。 

《数学 物理 方程 》， 陈 庆 益 编 ，1979 年 ， 人 民 教 育 出 版 
社 出 版 。 这 本 书 也 是 高 等 学 校 的 试用 教材 。 

《数学 物理 方程 》， 兰 州 大 学 、 北 京 大 学 数学 系 合 编 ， 
1961 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 

《高 等 数学 教程 》 第 二 卷 第 三 分 册 ， 斯 米尔 诺 夫 著 ， 商 
务 印 书馆 出 版 。 

《数学 物理 方法 》 吉 洪 诺 夫 、 萨 马尔 斯 基 芳 ， 高 等 教育 
出 版 社 出 版 。 

我 们 建议 用 复旦 大 学 数学 系 主编 的 《数学 物理 方程 》 作 
为 主要 课本 ， 其 他 各 书 ， 可 作 参 考 书 。 

本 课程 一 般 开设 在 火 学 第 三 学 年 ， 基 本 内 容 讲授 时 间 50 
-60 学 时 。 这 里 按照 基本 内 容 的 四 个 部 分 拟 了 一 个 自学 计划 ， 
供 读 者 参考 。 表 里 的 自学 时 数 大 致 是 授课 时 数 的 三 傍 
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数学 物理 方程 自学 时 间 安 排 宕 


网 


诅 


| 流动 方程 | 
一 | 妆 伟 从 | 

| 刘 和 广 和 | 
| 三 阶 线 作 全 分 太 名 的 分 类 和 总 结 ”| 


二 波动 方程 

本 单元 内 容 是 复旦 大 学 数学 系 编 《数学 物理 方程 》 一 书 
的 第 一 举 。 波 动 方程 是 最 简单 .最 典型 的 双 曲 型 方程 .一 维 波 
动 方程 江 述 理想 化 了 的 天 振 动 规律 ， 折 久 也 十 基 振 动 方程。 
实际 上 ， 许 多 振动 过 程 的 研究 可 以 归结 为 这 类 方程 的 各 种 定 
解 问题 ， 其 中 最 重要 的 是 柯 西 问题 和 混合 问题 

学 习 本 单元 要 着 重 掌 担 以 下 内 容 ; 

《一 ) 根据 力学 定律 导出 骇 振动 方程 ， 摘 清楚 每 个 量 的 
物理 意义 和 各 类 定 解 条 件 的 实际 背景 。 只 有 这 样 ， 才 能 比较 
容易 地 理解 它 的 各 种 基本 定 解 问题 的 所 法 、 解 法 和 解 的 性 
质 。 

(二 ) 柯 西 问题 ， 一 维 齐 次 方程 的 达 朗 贝尔 解法 ， 在 研 
究 伪 微分 方程 的 时 候 ， 自 然 项 望 能 象 某 些 初等 常 微分 方程 于 
祥 ， 用 积分 的 方法 把 它 的 通 解 求 出 来 ， 再 依据 定 解 条 件 由 通 
和 解 确定 出 定 解 问题 的 解 。 无 界 纺 自 由 振动 的 柯 西 问题 的 达 训 
员 尔 解法 就 是 这 样 想 的 。 这 解法 中 引入 的 特征 线 等 概念 ， 对 
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汉 曲 型 方程 和 它 的 解 的 研究 极其 重要 。 

以 无 田 弦 育 册 振动 中 波 移 传播 作为 基础 ， 可 以 利用 波 的 
反射 解决 半 无 界 弦 的 振 钴 ， 也 可 用 延 拓 法 求解 。 

但 是 ， 应 该 指出 ， 虽 然 找 出 通 逢 的 显 式 才 示 对 研究 方程 
可 能 提供 许多 方便 ， 然 而 这 种 先 求 通 狂 的 方法 只 能 用 于 为 数 
极 少 的 简单 方程 。 这 不 仅 是 因为 通 解 的 求法 难 找 ， 而 且 用 定 
解 条 件 由 通 解 决定 未 知 函 数 也 往往 非常 困难 。 

一 些 高 维 的 特殊 情形 ， 如 三维 的 球 对 称 情 形 ， 可 归结 为 
尘 无 界 蓄 的 振动 ， 从 而 得 到 求解 公式 。 照 这 样 推 想 ， 对 于 一 
般 〈 非 球 对 称 ) 情形 ， 通 过 球 平均 法 ， 把 问题 归结 为 对 称 情 
形 ， 然 后 借助 于 函数 和 它 的 球 乎 均 之 间 的 联系 得 到 了 三 维 波 
动 方 程 柯 西 问题 的 求解 公式 一 一 泊 检 积分。 但是， 把 上 述 方 
法 用 于 二 维 波动 方程 的 时 候 ， 却 不 能 把 问题 归 纵 为 已 经 解决 
了 的 情形 ， 这 就 是 引入 降 维 法 求解 二 维 波动 方程 栖 西 问题 的 
原 玉 。 : 

对 非 章 次 方程 情形 ， 贝 物理 上 动量 - 冲 量 定律 的 启发 ， 
一 般 用 章 次 化 原理 解决 。 读 者 可 结合 求解 公式 讨论 物理 意 
义 。 如 果 觉得 这 方法 的 荡 本 时 想 不 好 理 组 ， 不 妨 偶 习 一 下 二 
阶 非 齐 次 常 微分 方程 的 刘 次 化 原理 的 解法 〈 可 参考 常 微分 方 
程 深 本 ) 。 

《三 ) 混合 问题 ， 分 离 变量 法 是 解 偏 微分 方程 的 基本 方 
法 ， 以 后 各 章 还 要 用 到 它 。 这 和 解法 的 思想 来 源 于 物理 学 中 的 
又 加 原理 。 其 实 ， 在 线性 代数 、 常 微分 方程 中 已 经 多 次 使 用 
这 一 原理 。 数 学 问题 的 线性 性 质 正 是 物理 现象 服从 加 原理 
这 个 事实 的 反映 ， 因 此 在 解决 数学 中 的 线性 问题 的 时 候 ， 到 
加 原理 起 着 重要 作用 。 一 些 揽 杂 的 振动 可 分 解 成 各 种 频率 的 
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波 的 侣 加 ， 正 是 这 个 事实 促成 了 求解 一 维 齐 次 波动 方程 齐 次 
边界 条 件 的 混合 问题 的 分 离 变 量 法 。 根 据 这 个 方法 ， 问 题 芍 
解 可 以 表示 成 一 个 阔 数 项 级 数 ， 其 中 每 项 代表 一 个 单 频率 
波 。 

对 非 齐 次 情形 ， 可 利用 生 加 启 理 、 章 次 化 原理 和 作画 数 
变换 等 方法 求解 。 

一 般 只 讨论 第 一 类 混合 问题 ， 但 有 关 的 方法 和 结论 适用 
于 第 二 、 三 类 混合 问题 。 

(四) 能 量 不 等 式 和 和 解 的 适 定性 :利用 上 面 求 得 的 解 
(形式 解 》 的 表达 式 ， 不 仅 可 以 在 一 定 条 件 下 证 明 古 典 解 的 
存在 性 ， 而 且 还 可 证 明 解 是 唯一 、 稳 定 的。 但 是 这 种 方法 既 
要 依 闵 于 解 的 表达 式 ， 又 要 给 解 加 上 许多 限制 ， 从 而 形 失 了 
普遍 性 ， 因 此 一 般 宁愿 用 能 量 积 分 讨论 解 的 适 定性 。 能 量 积 
分 方法 不 仅 能 够 推广 到 更 一 般 的 方程 和 更 广泛 的 解 的 概念 ， 
而 且 具 有 明确 的 物理 意义 。 

在 能 量 不 等 式 中 我 们 又 一 次 看 到 了 “特征 ”概念 的 重要 
性 ， 读 者 要 特别 注意 。 这 种 情况 今后 还 要 过 到 。 


三 热传导 方程 


本 单元 内 容 是 复旦 大 学 数学 系 编 《 数学 物理 方程 》 一 书 
的 第 二 章 。 热 传导 方程 是 最 简单 、 最 典型 的 抛物 型 方程 。 热 
的 传导 、 物 质 的 扩散 等 许多 物理 现象 都 能 归结 为 这 类 方程 的 
各 种 定 解 问题 。 和 以 前 一 样 也 只 研究 柯 西 问题 和 混合 问题 。 
关于 这 部 分 的 学 习 ， 我 们 提示 儿 个 问题 : 

为 了 能 比较 透彻 地 理解 热传导 方程 的 理论 和 方法 ， 至 少 
要 搞 汪 楚 热 在 固体 中 的 传导 这 个 简单 物理 模型 ， 学 会 根据 传 
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立时 传 热 定律 、 热 量 平衡 原理 淮 导 热传导 方程 和 它 的 各 种 党 
见 的 边界 条 件 。 

极 值 原理 是 妆 传 导 方程 的 重要 性 质 之 一 。 用 这 原理 可 以 
解决 热传导 方程 泥 合 问题 和 柯 西 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 ， 
这 是 煞 学 物理 方 改 中 一 个 有 痊 党 性 的 方法 。 这 蜂 证明 极 人 不 
浊 的 时 候 ， 要 构造 答 函数 ,而 构 寺 函数 的 方法 , 较 难 浊 手 
似乎 结 粹 是 “次” 的 ， 其 实 这 方法 并 不 是 各 空想 出 来 的 。 首 
先 要 紧 紧 抓 全 -人 4 a" 各 的 物理 意义 和 轴 数 在 它 的 极 信和 点 
的 特性 ， 然 后 根据 物理 模型 的 启示 ， 把 物理 现象 和 它 在 数学 
上 的 表现 联系 起 来 ， 就 不 准 掌 所 辅助 而 数 方法 的 居 想 和 技 
配 。 

另 一 个 问题 是 求 定 解 问题 的 解 ， 热 传导 方程 柯 本 问题 的 
求解 公式 〈 治 松 公式 》 可 用 传 立时 赛 换 方法 束 得 ， 混 合 问题 
的 束 解 公式 可 用 分 离 灾 量 法 或 拉 普 位 斯 变 软 方 法 求 得 。 分 离 
变量 法 是 前 面 已 经 见 过 的 。 央 此 ， 学 完 本 章 应 该 宣 握 积分 变 
换 《和 包括 传 立时 变换 、 拉 普 拉 斯 变换》 方法 。 实 际 上 ， 积 分 
变换 法 和 分 高 变 量 法 一 样 ， 也 是 基于 线性 方程 的 要 加 原理 。 
运用 积分 变换 可 以 天 少 某 些 线性 偏 和 分 方程 的 自 变量 ， 或 者 
把 篇 御 分 方 短 变 成 常 向 分 方程， 甚至 代数 方程 。 品 分 变换 法 
对 于 线性 方程 ， 尤 其 是 对 于 常 系 数 方程 ， 笛 别 有 效 ， 它 能 按 
一 种 国富 的 步 忆 处 理 相 当 广 泛 的 一 类 方程 的 定 解 问题 。 学 习 
积分 变换 法 ， 主 要 是 领会 它 的 基本 寻根 ， 阁 练 地 运用 它 的 基 
本 性 质 ， 借 助 于 积分 交换 未 ， 去 解 问 常 见 的 信 抽 分 方程 的 定 
解 问题 。 

应 该 注意 ， 一 般 在 介绍 方法 的 夺 候 ， 为 了 不 过 多 地 达 涉 
复杂 而 细 殖 的 讨论 ， 常 常 只 作 租 噶 的 人 所 枝 ， 特 别 是 这 种 方法 
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通常 用 于 分 析 过 程 ， 所 以 我 们 不 必 深究 一 些 形式 运算 的 合理 
性 ， 所 得 结果 常用 综合 过 程 来 验证 。 


四 调和 方程 


本 单元 内 容 是 复旦 大 学 数学 系 编 《 数学 物理 方程 》 一 书 
的 第 三 章 。 研 究 稳定 的 热传导 、 不 可 不 缩 流体 的 无 旋 运 动 、 
静电 场 的 电位 分 布 ， 都 可 以 导出 泊 松 方程 或 调和 方程 。 关 于 
热传导 问题 ， 因 为 考察 的 是 稳定 状态 的 分 布 ， 所 以 方程 的 解 
和 时 间 无 关 ， 只 有 过 界 条 件 。 这 和 时候， 定 解 问题 只 是 边 值 问 
题 了 。 一 般 有 三 种 边界 条 件 ， 相 应 地 有 三 类 基本 定 解 问题 。 
本 课程 只 研究 第 一 、 第 二 肉 《外 〉 边 值 问 题 。 

学 习 本 单元 要 着 重 掌 押 以 下 内 容 

(一 ) 如 能 求 得 泊 松 方程 的 一 个 特 解 《 这 种 特 解 一 定 能 
找到 ) ， 就 可 通过 未 知 函 数 的 变换 把 泊 松 方程 的 第 一 、 第 二 
边 值 问题 转化 成 为 调和 方程 对 应 的 边 信 问 题 ， 因 此 ， 一 般 只 
研究 最 典型 前 调和 方程 的 边 值 问题 。 

(二 ) 由 前 而 知道 齐 次 热传导 方程 的 解 满 足 极 信和 原 再 
现在 完全 类 似 ， 调 和 方程 的 连续 解 〈 叫 做 调和 函数 ) 也 请 中 
极 信 原 型 。 箱 用 这 企 原理 可 以 证 册 调 各 方 释 第 一 边 值 问题 的 
解 的 唯一 性 和 称 定 性 〈 但 要 广 意 三 维和 二 给 拟 第 一 边 值 外 问 
题 对 解 在 无 穷 适 处 的 要 求 是 不 同 的 ， 这 可 从 它们 所 反映 的 不 
同 物 理 情况 去 理解》。 


(三 ) 用 析 补 公式 和 三 维 调和 方程 的 基本 解 证 的 奇 性 
(这 里 7 是 两 点 的 卓 亢 》， 可 以 建立 调和 丽 数 的 基本 积分 公 


式 。 咱 这 个 公子 癌 题 ， 立 肇 导致 调和 方程 的 格 裤 
函数 概念 ,应 用 调和 方程 第 一 边 值 问题 的 求解 公式 。 
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i 像 特殊 寻 和 入 区 城 的 福村 。 比 加 千 史家 
出 球 的 将 补 贡 数 ， 从 而 可 得 于 的 第 一 边 世 问题 的 未 元 公式 
一 泊 松 积分 。 

由 于 泊 松 积分 表示 了 球 里 的 调和 函数 ， 因 而 它 是 研究 调 
和 画 数 的 重要 工具 之 一 。 例 如 可 以 用 它 证 明 ， 连 续 函 数 是 调 
和 归 数 的 充 要 条 件 是 其 平 均 仁 性质、 关于 调和 和 函数 序列 的 一 
致 收 伍 定 理性 立交 点 可 去 性 定理 和 很 重要 前 调和 函数 的 角 
新 性 定理。 

《四 ) 所 有 论述 ， 对 ”个 变量 的 调和 画 数 可 用 类 似 方 法 
加 以 证 明 ， 就 是 先 建 立 位 当 的 # 维 球 上 的 泊 闪 积分 ， 然 后 从 
它 弛 发 进行 论证 ， 只 存在 二 维 的 时 全 用 调和 的 基本 角 
1n 汪 ， 其 他 情形 用 -小 二 。 

:4 = 2 的 时 任 ， 求 解 洞 和 方程 的 第 -一边 值 问题 也 可 用 
的 分 离 变量 法 ， 还 可 利用 复 密 函 获 论 。 

《 玉 》 最 后 注意 ， 用 辅助 函数 法 可 以 证 骨 强 汲 值 原理 ， 
从 而 可 证 明 调 和 方程 的 什 二 边 信 问 题解 的 哮 一 此 《内 问题 是 
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式 也 可 给 出 第 二 边 信 问题 的 求解 公式 ， 但 要 引入 牛 占 西数 ， 
出 前 面 讨论 的 要 复杂 ， 超 出 了 一 般 基础 课 的 范 因 。 
五 二 阶 线性 方程 的 分 类 和 特征 

本 单元 内 容 是 复旦 大 学 多 学 系 编 《 数学 物理 方程 》 一 书 

的 第 四 带 。 从 前 面 三 部 分 内 容 可 以 看 到 ”波动 方程 、 热 传导 

方程 和 调和 方程 各 描述 不 同类 型 的 物理 现象 ， 各 提灌 不 同 的 

定 解 问题 ， 而 且 这 前 解 也 各 有 不 网 的 性 质 。 这 些 姜 
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别 可 从 它们 各 入 相应 的 物理 现象 找到 解释 。 这 一 章 的 主要 任 
务 就 是 从 数学 上 集中 概括 这 些 差 别 的 本 质 ， 找 出 二 阶 线 性 方 
程 的 分 类 标准 。 为 研究 一 般 的 二 阶 线 性 方程 打下 基础 。 

学 习 本 单元 应 注意 以 下 内 容 ， 

《一 ) 三 类 方程 的 区 分 取决 于 二 阶 方 程 的 主 部 《方程 中 
包含 未 知 函 数 # 的 二 阶 偏 导数 的 部 分 叫做 方程 的 主 部 所 对 
应 的 代数 二 次 型 的 代数 性 质 。 需 分 两 种 情形 讨论 

1. 方程 有 两 个 自 变量 的 情形 ， 方 程 的 类 型 取决 于 二 次 
型 的 判别 式 在 这 一 点 的 符号 。 容 易 知道 ， 经 过 化 标准 形 ， 各 
类 方程 的 主 部 可 以 分 别 化 成 和 一 维 波动 方程 、 一 维 热 传导 方 
程 、 调 和 方程 相同 的 形状 。 

2. 有 多 个 自 变 量 的 情形 ， 方 程 的 类 型 由 二 次 型 在 这 一 
点 是 正 〈 负 》 定 、 不 定 、 退 化 来 区 分 《包括 两 个 自 变 量 的 情 
形 )。 前 面 讨论 过 的 高 维 波动 方程 、 热 传导 方程 各 调和 方程 
分 别 是 双 册 型 抛物 型 和 梢 图 型 。 

应 该 注意 ， 首 先 ， 认 识 到 方程 的 分 类 ， 不 只 是 消极 地 解 
释 各 类 方程 的 差别 ， 蝎 重要 的 是 积极 地 掌 所 各 类 方程 的 特 
性 ， 好 把 各 类 典型 方程 的 研究 方法 和 主要 结果 推广 到 这 类 方 
程 上 去 ， 以 便 蟹 决 更 复杂 的 问题 。 

在 偏 微分 方程 的 进一步 讨论 中 ， 将 会 略 到 ， 这 种 分 类 法 
是 有 实际 意义 的 。 大 体 上 说 ， 同 类 方程 可 以 提 同 类 型 的 定 解 
问题 ， 它 的 解 也 具有 基本 祖 同 的 解析 性 质 。 前 面 三 部 分 中 ， 
关于 三 种 典型 方程 得 到 的 主要 结果 和 研究 方法 ， 大 多 数 可 以 
用 到 三 类 方程 的 研究 上 去 。 

其 次 ， 二 阶 方程 化 标准 形 的 时 候 ， 如 果 主 部 的 系数 在 所 
考虑 的 区 域 是 常数 ， 那 么 方程 在 整个 区 域 属于 同一 类 型 ， 并 
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且 可 以 用 同一 常 系数 线性 变换 把 方程 在 整个 区 域 化 成 标准 
形 。 

但 是 主 部 不 是 常 系数 的 时 候 ， 在 不 周 区 域 方程 可 能 属于 
不 同类 型 。 如 果 在 某 一 个 点 的 邻 域 上 属于 同一 类 型 ,那么 , 当 
站 一 2 的 时 候 ， 可 以 局 部 地 用 可 道 的 光滑 变换 把 原 方程 化 成 
标准 形 。 但 是 ， 当 ”之 3 的 时 候 ， 一 般 就 没有 这 样 的 变 换 
了 。 

《二 ) 二 阶 方程 的 特征 ， 借 助 自 变量 的 亦 换 ， 化 一 阶 方 
程 成 标准 形 的 过 程 ， 自 然 要 导致 特征 概念 。 用 二 阶 方程 相应 
的 代数 二 次 型 的 代数 性质 对 它 分 类 的 全 部 陈述 都 可 以 用 “ 符 
征 ”术语 表达 。 在 特征 方向 确定 的 坐标 下 ， 方 程 取得 标准 形 
式 。 

特征 对 于 双 曲 型 方程 具有 更 加 重要 的 意义 。 例 如 ， 特 征 
线 或 特征 欠 起 了 决定 影响 区 域 、 决 定 区 域 和 依 训 区 域 的 作 
用 。 两 个 自 变量 的 一 阶 双 旧 型 方程 组 的 解法 更 是 以 特征 理论 
作为 基础 的 ， 因 此 ， 对 特征 理论 应 给 予 足 够 的 重视 。“ 特 
征 ”在 偏 微 分 方程 中 有 较 深远 的 含义 ， 读 者 应 逐步 加 深 对 它 
的 理解 。 

另 一 个 导致 “特征 ”概念 的 途径 ， 是 对 在 怎样 的 曲面 
(曲线 ) 上 方程 的 解 可 以 发 生 “ 弱 间断 ”这 个 问题 的 讨论 
这 梨 深 刻 地 说 明了 ，“ 特 征 ” 和 方程 的 类 型 的 概 念 是 不 同类 
型 的 方程 所 描述 的 物理 过 程 所 具有 的 不 同 本 质 的 反映 。 


六 自我 测试 题 
1。 用 分 离 变量 法 求 混合 问题 
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ul, (<z< 二 1>0) 


«| = | ,=0, (0<z<F) 
的 解 的 表达 式 。 
2.。 用 分 离 变量 法 求 在 半径 是 a、 顶 角 是 9, 的 扇形 区 域 
内 部 的 调和 耳 数 ， 耐 边界 条 位 是 


=0 《0 大 0 过) 9 


“| 
«|, =7(o) C0 IE00) ， 


这 里 1(0)=0= 了 (900)。 并 求 出 当 f (0) = sin 元 0 时 ,xzCP， 
0)=? 

3. 珊 芥 立 叶 变换 法 求 柯 西 问题 
fue We tu 0, -oirK+o0, 1>0, 


1 |,, =p(7), -osto0 
的 解 的 表达 式 。 


4， 验证 507 一 。 “是 方程 tarwos=0 的 
解 ， 状 讨论 它 是 否 荐 以 下 定 解 问题 的 解 : 
fia ~ooKr<to,t>0, 
一 co<z 所 二 eoo 


f 也 
MTst ut ts (coy<teo, 1>0)s 


之 
下 一 个 卫 

~ (so<y<<+co)。 
| Ty +t 2 2 


6， 把 方程 化 成 标准 形 ， 并 求解 村 西河 题 


aaz 一 28 训 zy 一 COS27twy 一 CogZip 一 0 


二 区 (7) ， 
(7) 三 1 时 的 解 。 
个 是 它 的 边界 ， 试 还 明定 解 问题 
Ht yy Hs hs 0 (Ty) ER, 
| .=f 5,9) 
的 解 叭 一 。 其 中 f(z,y) 是 连续 函数 。 
8。 证 明 柯 西 问题 


du Tau,t bus 


如 


u | = Pes), 
i 


«| ,pe) 
的 解 叭 一。 其 中 a ，5 是 (+,z》 的 光滑 函数 。 
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计算 数学 
沈 嘉 戏 


一 概 述 

由 于 快速 电子 计算 机 的 广泛 使 用 ， 计 算数 学 近年 来 有 飞 
速 的 发 展 。 它 的 理论 和 方法 已 影响 到 许多 学 科 ， 并 且 广 泛 应 
用 到 科学 、 技 术 、 生 产 、 管 理 、 教 学 、 国 防 等 众多 领域 里 
去 。 因 了 此， 学 习 并 掌握 计算 数学 的 基本 原理 和 方法 技能 ， 已 
成 为 数学 工作 者 和 广大 科技 工作 者 的 共同 要 求 。 

在 大 学 里 ， 计 算数 学 这 门 课 一 般 安排 在 三 四 年 级 。 因 为 
学 习 这 门 课程 需要 掌握 数学 分 析 、 线 性 代数 以 及 常 微分 方程 
积 偏 微分 方程 的 基本 知识 。 本 课程 的 讲课 学 时 大 约 是 72 学 
时 。 凡 学 的 读者 ， 可 根据 自己 的 实际 情况 ， 适 当 增加 。 学 习 
本 课程 变 求 初步 掌握 计 算数 学 的 基本 理论 、 方 法 和 特点 ， 了 
解 计算 机 解 题 的 特点 和 过 程 ， 同 时 也 可 以 巩固 已 学 的 数学 知 
识 、 

计算 数学 参考 书 很 多 ， 基 本 上 都 是 为 各 类 专业 人 员 编写 
的 ， 这 几 本 书 是 

《计算 方法 》， 北京 大 学 、 清 华 大 学 合 编 ， 上 、 下 贡 ， 
1974 年 ，1980 年 ， 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 

《计算 方法 》， 武 汉 大 学 、 山 东 大 学 合 编 ，1979 年 ， 人 
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民 教 育 出 版 社 出 版 。 

《计算 数学 简明 教程 》， 何 坦 初等 编 ，1980 年 ， 人 民 效 
育 出 版 社 出 版 。 

计算 数学 这 门 学 科 具 有 实践 性 比较 强 的 特点 ， 一 般 课本 
不 大 适合 于 自学 ， 或 者 说 ， 自 学 估计 仍然 会 有 许多 困难 ， 因 
此 ， 这 里 我 们 不 得 不 先 用 比较 大 的 篇 幅 来 介绍 本 学 科 的 内 
容 、 特 点 ， 然 后 在 后 面 的 几 节 里 谈 谈 课本 各 章 的 学 习 问 题 。 

《一 ) 计算 数学 的 任务 和 要 点 ， 解 决 任何 科学 技术 和 生 
产 问 题 ， 儿 平 都 离 不 开 数 学 的 计算 。 复 杂 的 计算 需要 借助 计 
算 工具 。 无 论 什么 样 的 计算 工具 ， 即 使 是 最 先进 的 电子 计算 
机 ， 也 只 能 进行 有 限 次 四 则 运算 和 逻辑 判别 。 计 算数 学 的 任 
务 就 是 在 把 计算 工作 吟 只 给 计算 机 之 前 ， 先 把 各 类 数学 计算 
问题 转变 成 为 有 限 次 的 四 则 运算 。 按 照 一 定 项 序 编排 的 有 限 
次 的 四 则 运算 和 罗 辑 运算 的 计划 叫做 算法 。 因 此 也 可 以 说 ， 
计算 数学 是 研究 各 种 算法 的 。 

算法 是 近似 计算 的 方案 ， 它 能 否 解 决 理论 或 实际 问题 
就 要 看 各 个 算法 的 计算 结果 是 否 达 到 需要 的 精确 度 。 因 此 
算法 的 精确 度 是 评价 算法 优 劣 的 第 一 个 标准 。 但 是 作为 一 个 
实用 的 算法 ， 单 有 精度 这 一 点 要 求 还 是 不 够 的 ， 必 须 再 有 运 
算 量 小 、 速 度 快 这 两 个 条 件 ， 才 能 满足 实际 工作 的 需要 。 另 
外 ， 芷 何 一 个 计算 方案 ， 最 终 总 要 编 成 程序 ， 然 后 投入 计算 
机 去 计算 ， 因 此 好 的 算法 还 必须 具备 狩 辑 结构 简单 、 节 省 机 
器 单元 、 容 易 在 计算 机 上 实现 等 特点 。 

为 了 达到 上 述 目的 ， 需 要 讨论 计算 数学 的 几 个 基本 问 
题 。 

1。 算法 的 精确 度 ， 讨 论 近 似 值 和 理论 值 之 间 的 误差 。 
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2. 算法 的 收敛 性 ， 在 不 计 舍 入 误差 的 原则 下 ， 讨 论 过 
似 秆 能 否 任意 台 近 理论 信 。 

3。 收 敏 速度 和 加 快 收敛 技术 。 

4. 算法 的 稳定 性 ， 研 究 初始 斥 动 和 使 入 误差 在 计算 过 
程 中 的 传播 情况 ， 以 及 对 计算 结果 的 影响 。 

5， 于 缩 存 贮 问题 ， 讨 论 怎 祥 充 分 利用 计算 机 的 有 限 内 
存 容量 ， 发 挥 机 器 的 最 大 效率 。 

这 五 个 问题 贯穿 全 书 ， 它 们 是 计算 数学 的 常规 课题 ， 因 
此 也 是 我 们 学 习 本 课程 要 关心 的 方向 。 在 处 理 这 些 问题 的 时 
候 ， 又 有 几 种 常用 的 看 念 和 技术 ， 学 习 后 面 内 容 妥 时 常 联系 
这 些 概 念 和 技术 ， 才 能 逐渐 体会 和 掌握 它们 。 

(二) 重要 概念 和 技术 ， 这 门 学 科 中 有 下 面 一 些 重要 的 
概念 和 技术 。 

1， 误差 和 误差 街 计 ， 处 理 上 面 所 列 的 甘 本 问题 的 时 
避 ， 都 自始至终 变 讨 论 误差 。 可 以 说 ， 提 出 算法 并 且 分 析 其 
中 的 误差 是 计算 数学 最 基本 的 理论 工作 。 

2， 离散 化 ;因为 电子 计算 机 只 能 处 更 有 限 的 宛 散 问 
题 ， 所 以 怎样 把 连续 的 问题 离散 化 ， 怎 样 利用 离散 的 结果 构 
造 连续 函数 ， 是 常常 要 处 理 的 问题 。 不 同 的 离散 方法 往往 导 
致 不 同 的 算法 。 

3， 于 近 ， 用 简单 的 函数 近似 地 代替 复杂 的 函数 ， 用 具 
有 有 一 定数 位 的 数 代 玲 已 知 或 待定 的 数 ， 是 近似 计算 中 常用 的 
概念 和 技巧 。 

4. 递 捧 : 为 了 把 复杂 的 运算 化 成 简单 运算 ， 要 尽力 在 
公式 之 间 找 出 递 推 关系 ， 这 是 计算 数学 中 的 普 高 规律。 

5. 一 代 ， 填 代 法 能 适应 计算 机 的 特点 ， 是 求解 方程 的 
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普遍 方法 。 它 的 逻辑 结构 简单 ， 能 节省 机 器 单元 ， 由 于 这 些 
优点 ， 几 平 在 每 一 部 分 部 要 用 到 它 。 
三 ) 主要 内 容 ， 本 学 科 包括 四 方面 主要 内 容 。 

1。 数值 逼近 :主要 包括 函数 择 值 、 曲 线 拟 合 、 数 值 徽 
分 和 数值 积分 。 近 年 来 样 条 函数 和 快速 傅立叶 变换 成 了 这 邻 
城 里 十 分 活路 的 分 支 。 

2. 数值 代数 ， 主 要 包括 线性 方程 组 的 各 种 解法 和 代数 
特征 值 问题 。 近 年 来 对 大 型 希 疏 矩阵 、 广 义 逆 矩 阵 和 广义 特 
征 值 问题 有 许多 讨论 。 

3。 徽 分 方程 的 数值 解 : 党 币 分 方程 的 数 熏 解 主要 装 兴 
初 值 问 题 。 具 前 对 出 性 问题 有 较 多 的 讨论 。 偏 微分 方程 边 值 
问题 的 数值 解 主要 有 差分 法 和 有 限 元 法 。 近 年 来 关于 有 限 元 
方法 的 再 论 和 应 用 有 很 大 的 发 展 。 

4。 非 线性 方程 求解 和 最 优化 方法 ， 这 一 方法 在 国民 经 
谤 和 国防 建设 的 广泛 邻 域 里 得 到 应 用 ， 因 此 也 是 目前 十 分 活 
紧 的 分 支 。 


二 误差 的 基本 知识 

学 习 本 节 内 容 的 要 求 ， 有 三 个 方面 

(一 ) 了 解 误差 的 来 源 ; 

《二 ) 掌握 误差 和 有 效 数字 的 概念 ， 掌 所 各 种 运算 规 
则 ; 

(三) 在 数 亿 计算 中 ， 可 有 重视 误差 分 析 的 观念 。 

怎样 达到 上 述 目 标 呢 ? 要 注意 四 个 “联系 ”， 这 就 是 : 

1. 联系 实际 背景 ， 当 你 把 实际 问题 损 象 为 数学 模型 的 
时 候 ， 你 才能 理解 为 什么 会 有 模型 误差 。 当 你 概括 公式 的 要 
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求 选 取 参 数 的 时 候 ， 自 然 会 清楚 为 什么 有 观测 误差。 

2. 联系 计算 机 的 特点 ， 一 是 计算 机 只 能 处 理 有 限 的 离 
散 问题 ， 就 是 说 它 只 能 对 有 限 位 数 进行 有 限 次 运算 。 二 是 要 
了 解 计算 机 上 数 的 表示 和 运算 规律 。 在 你 了 解 了 这 两 个 特点 
之 后 , 便 能 理解 截断 误差 和 含 入 误差 产生 的 原因 ,也 会 理解 为 
什么 要 对 计算 结果 进行 误差 分 析 。 这 正 是 手 算 时 候 忽 咯 的 问 
题 ， 而 对 数值 计算 来 说 是 不 容 忽视 的 。 

3， 联系 微分 法 则 ， 因 为 有 关 误 差 的 许多 概念 和 算 律 都 
可 以 从 被 分 法 则 找到 依据 。 

4. 联系 后 恋 各 章节 的 内 容 :只 有 经 过 具体 前 反复 学 
习 ， 才 能 学 会 怎样 进行 误差 分 析 并 逐步 树立 数值 计算 的 观 
念 。 

三 函数 插值 

插值 法 是 函数 允 近 最 重要 的 方法 。 由 于 它 简单 而 实用 ， 
所 以 广泛 地 应 用 于 生产 和 科学 技术 的 各 个 方面 。 对 计算 数学 
这 门 学 科 本 身 来 说 ， 插 值 法 又 是 数值 微分 、 数 值 积分 和 微分 
方程 数 信 和 解 的 基础 。 

插值 的 内 容 很 广泛 ， 我 们 可 以 先 学 习 代数 插值 ， 也 就 是 
以 多 项 式 作为 插值 逼近 函数 。 因 为 这 种 插值 形式 简单， 便于 
计算 ， 应 用 最 广 。 应 由 浅 入 深 地 学 ， 先 从 一 次 二 次 插值 入 
手 ， 体 会 方法 要 领 ， 再 学 高 次 插值 就 不 难 了 。 学 习 重 点 是 人 掌 、 
担 拉 格 庆 日 插值 多 项 式 基 男 数 的 构造 方法 。 因 为 这 是 一 个 带 
有 普遍 意义 的 方法 ， 对 学 习 各 种 函数 允 近 以 及 有 限 元 方法 都 
有 直接 的 指导 作用 。 我 们 可 以 在 “怎样 提高 精度 ”的 要 求 
下 ， 依 次 结合 下 面 提出 的 几 个 问题 来 组 织 整 章 的 学 习 。 
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(一 ) 等 样 构造 插值 多 项 式 ? 它 的 精确 度 由 哪些 因素 决 
定 ? 

(二 ) 为 了 提高 精 许 ， 增 加 结 点 的 方法 和 分 段 插值 的 方 
法 各 有 什么 优 缺点 ? 

(三 ) 怎样 才能 把 插值 曲线 的 光滑 度 提高 到 C4 和 C2? 

在 你 回答 了 以 上 三 个 问题 之 后 ， 一 定 会 发 现 ， 三 次 样 条 
通 数 插值 可 以 达到 较 高 的 精度 和 良好 的 光滑 性 ， 所 以 应 用 较 
广 。 虽 然 这 个 方法 优点 很 多 ， 但 由 于 计算 量 比较 大 ， 因 此 在 
一 般 精 度 要 求 下 ， 多 项 式 插值 仍 是 一 个 简单 实用 的 方法 。 

有 兴趣 的 读者 可 以 在 这 个 基础 上 学 习 一 点 三 角 函 数 播 
值 ， 并 由 这 里 出 发 学 习 快速 傅立叶 变换 的 原理 。 这 是 近 二 十 
年 才 发 展 起 来 的 很 有 效 的 数值 方 法 ， 能 了 解 它 的 梗概 也 是 一 
点 答 快 。 


四 则 线 拟 合 
在 科学 实验 或 统计 工作 中 ， 我 们 时 常 要 从 一 组 测定 的 数 
据 y:=f(x1)，i =1,2,… #9， 求 + 和 的 近似 关系 式 Y ~ 


f(x)。 从 图 形 上 看 就 是 由 平面 上 给 定 的 # 个 点 (x;，y,) 
《i 二 1,2,…#》 求 一 条 和 这 些 点 所 合 得 最 好 的 曲线 y= 
已 (>)。 揪 值 法 可 以 处 理 这 类 问题 ， 照 这 个 方法 要 求 曲线 通 
过 全 部 结 点 。 但 是 拟 售 曲 组 所 依据 的 《〈>,，36) 总 有 误差 ， 
如 果 曲 线 通 过 全 部 结 点 ， 势 必 承 受 全 部 观测 误差， 显然 那 不 
是 理想 的 拟 合 曲线 。 怎 潼 才 能 求 出 “最 好 ”的 曲线 呢 ? 这 就 
是 本 节 爱 讨论 的 问题 。 

学 习 沿 线 拟 合 要 抓 住 景 小 二 乘 原理 和 最 小 二 乘法 这 个 要 
点 ， 解 决 好 下 面 三 个 问题 。 

193 


(一 ) 怎样 规定 “最 好 ”折合 曲线 的 标准 ， 我 们 希望 这 
个 深 准 嗓 能 使 曲线 对 各 点 的 误差 尽 可 能 地 小 ， 又 要 位 得 击 弘 
能 够 反 喘 将 据 的 一 般 趋 势 而 不 受 局 部 波动 过 大 的 影响 。 根 据 
统计 知识 ， 用 误差 平方 和 的 大 小 作为 拟 合 好 坏 的 标准 ， 可 以 
达到 上 述 要 求 。 这 是 什么 道理 呢 ? 请 读者 想 一 想 。 这 就 是 最 
小 二 乘 原理 。 

《二 》 怎样 求 最 好 的 拟 合 曲线 ， 可 以 用 景 小 二 乘法 。 它 
很 据 多 元 函数 极 值 的 理论 ， 把 求 极 小 值 的 过 程 化 成 线 狂 代数 
方程 组 的 求解 ， 这 组 方程 叫做 正规 方程 组 。 这 就 是 项 线 执 合 
法 ， 也 就 是 统计 回归 方法 。 

《三 》 以 上 方法 有 什么 缺点 ， 怎 样 改 进 ， 为 了 搞 浅 这 个 
问题 ， 给 读者 提 儿 个 恩 考 问题 ， 当 正规 方程 组 的 阶 数 增 高 的 
时 候 ， 将 产生 什么 现象 ? 为 什么 会 影响 解 的 精确 度 ?. 什么 是 
广义 多 项 式 ? 为 什么 要 引入 广义 多 项 式 和 加 权 的 景 小 二 漆 
法 ? 正 交 多 项 式 用 于 曲线 拟 合 ， 对 于 提高 精度 、 减 小 计算 量 
有 什么 作用 ? 


五 数值 积分 和 数值 微分 、 

许多 实际 问题 都 需要 求 定 积分 。 由 积分 学 基本 定理 知 
道 ， 连 续 函 数 的 定 积 分 能 用 原 函 数 的 值 表 示 。 可 是 在 许多 展 
况 下 ， 原 函数 十 分 难 求 ， 甚 至 不 能 用 初等 函数 表示 。 有 时 候 
函数 关系 是 由 数 表 给 出 的 。 所 有 以 上 情况 都 不 能 借助 原 函数 
求 定 积分 ， 因 此 数值 积分 是 必要 的 。 

我 们 在 数学 分 析 课 中 已 经 学 过 几 种 近似 积分 公式 ， 现 在 
要 学 的 方法 就 是 它们 的 发 展 。 

学 习 本 节 要 掌握 三 点 。 
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(二) 牛 颜 - 何 特 斯 公式 ， 在 有 限 区 间 上 用 插值 多 项 式 
代替 被 积 罗 数 所 建立 的 求 狠 公 式 叫 做 牛 顿 - 裙 特产 公式。 它 
和 梯形 公式 、 热 物 线 公式 有 什么 关系 ? 它 的 精度 受 哪些 内 素 
影响 ? 怎 丹 提高 铺 度 ?单纯 增加 结 点 能 否 提 高 精度 ? 为 了 提 
高 精度 ， 为 什么 复 化 方法 较 好 ? 回答 这 些 问 题 是 掌握 本 方法 
所 必须 的 。 

《二 》 龙 贝 客 求 积 法 ， 计 算 机 能 自动 估计 误差 ， 又 能 自 
动 选 取 步 长 ， 镜 用 这 些 方便 ， 祖 据 事后 估计 法 的 思想 ， 总 结 
出 一 套 逐步 分 半 加 素 收 合 的 方法 ， 把 梯形 公式 的 计算 值 加 工 
成 精度 比较 高 的 结果 ， 这 就 是 龙 贝 客 求 积 法 。 它 的 加 速 原理 
意义 广泛 ， 计 算 步 又 简明 ， 是 定 积分 计算 最 有 效 的 方法 。 因 
此 必须 掌握 它 。 

《三 ) 高 斯 型 求 积 公式， 在 节点 等 虐 分 布 的 情况 下 ， 龙 
贝 格 算法 是 最 有 效 的 求 积 方法 。 如 果 适 当 安排 蕃 值 节点 是 否 
可 以 把 公式 的 精度 再 提高 呢 ? 这 就 是 高 斯 型 求 积 公式 所 要 解 
决 的 问题 。 应 该 搞 清 ， 什 么 是 公式 的 代数 精度 ? 怎样 选择 结 
点 才能 把 代数 精度 提 到 最 高 限度 ? 和 龙 贝 格 公式 相 比 ， 它 有 
什么 优 缺 点 ? 

数值 微分 是 由 数 表 形式 给 出 的 函数 求 导数 。 它 的 原理 也 
是 用 过 所 给 点 决定 的 插 什 和 多项式 P,(x) 代替 想象 的 函数 
f(x)， 用 导数 P4(z) 作 为 1 (xz) 的 近似 值 。 然 而 一 般 说 来 ， 
了 ,一 了 未 必 能 保证 PiCz) 一 f'(x)， 所 以 这 种 办 法 有 可 能 失 
败 。 比 较 可 党 的 办 法 有 两 个 ， 一 个 是 用 三 次 样 条 画 数 S(z) 
作为 逼近 函数 。 一 个 是 把 微分 转化 成 为 积分 ， 再 化 成 线性 方 
程 组 求解 。 

这 两 种 方法 怎样 计算 ? 为 什么 它们 的 精度 好 些 ? 有 什么 
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优 缺 点 ? 这 正 是 学 习 数 信 拆 分 应 回答 的 问题 。 


六 线性 代数 方程 组 的 解法 


给 定 一 个 线性 代数 方程 组 ， 只 要 系数 行列 式 不 是 零 ， 便 
可 用 克 莱 姆 公式 求 出 全 部 解 。 但 是 计算 量 苞 着 方程 组 阶 数 的 
增加 而 急剧 增加 ， 因 此 它 不 是 好 的 计算 方法 。 解 线 代 方 程 组 
有 效 的 数值 方法 有 三 类 。 

(一 ) 直接 法 ， 指 的 是 在 不 计 合 入 误差 荀 前提 下 ， 经 有 
限 步 计 算 能 求 得 方程 的 精确 解 。 它 的 代表 是 高 斯 消去 法 。 学 
习 这 个 方法 要 解决 以 下 问题 ， 计 算 步 又 怎样 进行 ? 为 什么 要 
选 主 元 ? 怎样 选 主 元 ? 方 阵 的 三 角 分 解 和 高 斯 消去 法 有 什么 
关系 ? 它 有 什么 优 缺点 ? 

(二 ) 状 代 法 ， 这 是 一 简 迎 辑 结 沟 简单 、 又 节省 机 器 单 
元 的 普遍 方法 ， 不 仅 能 解 线 性 方程 ， 而 和 且 是 解 非 线性 方程 的 
重要 方法 。 我 们 首先 要 搞 清 登 代 法 的 基本 思想 ， 然 后 具体 讨 
论 雅 可 比 , 塞 德尔 和 SOR 三 种 释 代 格式 。 为 了 看 得 清 楚 ， 首 
先 把 三 者 的 分 量 形 式 写 出 来 ， 弄 清 各 自 的 结构 ， 比 较 异 同 ， 
以 及 为 什么 塞 得 尔 法 比 雅 可 比 法 更 节省 单元 ? 再 用 矩阵 分 列 
的 方法 写 出 它们 的 矩阵 形式 ， 比 较 SOR 法 和 前 面 两 种 方法 
的 联系 。 最 后 利用 矩阵 范 数 理论 和 谐 半径 概念 讨论 三 种 格式 
的 敏 散 性 ， 并 且 比 较 它 们 的 收 敏 速度 ， 再 选 一 个 数值 例子 验 
证 以 上 结论 。 这 样 才 可 以 既 会 计算 又 慌 道 理 。 

(三 ) 最 速 下 降 法 和 共 轿 斜 量 法 ， 这 是 一 种 变 分 法 ， 它 
把 级 性 方程 组 求解 问题 化 成 和 它 等 价 的 二 次 函数 的 极 小 问 
题 ， 从 面 利 用 分 析 方 法 求解 。 从 理论 上 说 它 属于 直接 法 ， 但 
由 于 合 入 误差 的 影响 ， 经 有 限 步 计算 不 能 得 到 精确 解 ， 常 党 
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作为 束 代 法 来 使 用 。 这 个 方法 容易 推广 到 非 线性 情形 ， 因 此 
广泛 地 用 于 最 优化 方面 。 这 部 分 内 容 可 以 作为 进一步 学 习 的 
要 求 。 


七 ”矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 


称 阵 特征 值 问题 ， 是 线 狂 代数 和 微分 方程 数值 解 讨论 的 
重要 课题 ， 也 是 计算 数学 比较 困难 的 部 分 。 学 习 这 部 分 内 容 
要 复习 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 基本 知识 ， 以 及 三 角 分 解 的 
有 关 结 论 。 | 

希望 读者 能 了 解 向 量 到 代 法 和 变换 方法 的 基本 思想 ， 并 
掌握 它们 的 代表 手法 和 雅 可 比 法 的 求解 过 程 。 

(一 ) 宪法 〈 和 反 赫 法 ) 是 求 扼 阵 绝对 最 大 〈 小 ) 畦 征 
值 和 它 的 对 应 特征 向 量 的 方法 。 这 是 一 种 向 量 登 代 法 ， 它 不 
破坏 原始 扰 阵 ， 而 是 利用 原始 先 阵 产生 一 系列 倒 代 向 量 米 薄 
解 。 我 们 应 搞 清 等 法 的 思想 、 功 能 、 条 件 、 收 熏 速 度 和 特征 
值 分 布 的 关系 ， 以 及 为 什么 不 易 在 计算 机 上 自动 计算 等 问 
题 。 此 外 ， 对 于 求 其 他 特征 值 所 采用 的 收缩 降 阶 方法 和 子 空 
间 破 代 法 的 基本 思想 、 步 又 和 功能 ， 也 要 有 所 了 解 。 

《二 ) 获 可 比方 法 是 求实 对 称 矩 阵 全 部 特征 值 和 特征 向 
量 的 方法 ， 这 是 一 种 典型 的 变换 方法 。 它 通过 一 系列 正 交 相 
似 变换 把 抵 阵 逐步 对 角 化 ， 从 而 容易 求 出 全 都 特征 值 和 特征 
向 量 。 雅 可 比方 法 精度 比较 高 ， 速 度 比 较 快 ， 是 目前 求 中 等 
规模 矩阵 特征 值 最 常用 的 方法 。 

(三 ) QR 方法 是 近 二 十 年 才 发 展 起 来 的 一 种 变换 方 
法 ， 公 认 用 它 求 矩阵 全 部 特征 值 和 特征 向 量 最 有 效 。 它 把 正 
交 三 角 分 解 和 相位 变换 结合 起 来 ， 把 矩阵 逐步 上 三 角 化 或 拟 
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上 三 角 化 ， 并 具有 自动 降 阶 收缩 的 功能 ， 从 而 容易 求 出 全 部 
特征 值 。 这 个 方法 每 步 都 要 进行 一 次 正 交 三 角 分 解 ， 计 算 量 
比较 大 ， 所 以 经 常 和 其 他 方法 配合 使 用 以 减 小 运算 量 。 初 学 
的 人 只 要 对 本 方法 有 一 点 了 解 就 可 以 了 。 
八 ” 非 线性 方程 的 求解 方法 
任 党 给 了 一 个 非 线性 方程 ， 要 处 理 三 个 问题 根 的 存 
在 、 根 的 更 离 和 根 的 糊 确 化 。 我 们 主要 讨论 第 三 个 问题 。 由 
于 非 线性 方程 包括 高 次 代数 方程 和 超越 方程 ， 类 型 很 不 四 
定 ， 很 难 有 统一 的 直 波 方法。 常用 的 方法 有 以 下 儿 种 。 
(一 ) 对 分 区 间 法 ， 这 是 一 种 筷 单 的 方 尘 ， 它 的 原 盔 和 
步 机 都 极 笛 单 ， 虽 然 它 的 收 伍 速 度 不 快 ， 但 是 用 它 求 方程 的 
钥 略 近似 根 是 很 方便 的 。 只 要 稍 加 注意 它 的 适用 范围 就 不 会 
有 什么 困难 。 
(二 ) 又 代 法 ， 这 是 使 近似 根 逐 步 精 确 化 的 普遍 方法 
学 习 的 时 候 ， 应 考虑 并 回答 以 下 妃 个 问题 
1.。 又 代 法 的 基本 思想 是 什么 ? 怎 梯 才能 构造 出 收 售 的 
格式 ? 鸽 代 函数 的 导数 和 收 八 性 、 收 俩 速度 有 舍 么 关系 ? 
2。 怎样 控制 误差 精度 ? 为 什么 只 要 相 邻 两 次 登 代 信任 
意 楼 近 就 可 以 使 误差 任意 小 ? 
”最 后 要 把 莲 伐 法 和 压缩 映 象 原理 联系 起 来 ， 这 会 加 深 对 
亚 代 本 质 的 理解 。 
释 代 法 的 结构 虽然 简单 ， 但 由 于 登 代 项 数 变 化 很 大 ，, 有 
王 收 伊 进度 不 易 控制 。 
(三 ) 生病 法 ， 我 们 希望 得 到 一 种 收敛 速度 比较 决 的 辐 
定格 式 ， 和 牛顿 法 就 是 比较 理 起 的 方法 。 学 习 和 牛顿 法 应 该 注意 
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儿 个 问题 : 

1. 基本 思想 是 什么 ? 为 什么 说 它 具 有 普遍 意义 和 富有 
启发 性 ? 

2， 收敛 速度 有 多 锯 ? 

3， 适用 范围 和 怎样 选择 初 值 ? 

4. ”怎样 推广 到 方程 组 情形 ? 

(四 ) 张 位 法 和 抛物 线 法 ， 这 两 种 方法 也 是 很 好 的 近似 
方法 ， 我 们 对 这 些 方法 的 原理 和 解 题 步 又 也 应 有 所 了 解 。 

九 ” 常 微分 方程 初 值 间 题 的 数值 解 

对 于 常 微 分 方程 ， 除 了 少数 几 类 简单 方程 外 ， 要 写 出 解 
的 解析 裘 达 式 是 困难 的 ， 有 时 甚至 是 不 可 能 的 。 因 此 需要 研 
究 数值 解法 。 学 习 这 部 分 内 容 可 以 分 两 个 阶段 进行 。 首先 党 
握 基 本 思想 和 常用 方法 ， 然 后 再 学 点 初步 理论 。 

微分 方程 数值 解 的 基本 思想 和 方法 就 是 把 微分 方程 离散 
成 阎 分 方程 。 不 同 的 离散 方法 导致 不 同 的 求解 公式 。 主 要 做 
法 有 : 

(一 ) 实 接 差 商法 ， 这 就 是 用 差 商 代 赫 向 商 。 欧 勤 折线 
法 就 是 用 这 个 办 法 得 出 的 求解 公式 

(二 》 泰勒 展开 法 ， 用 泰勒 多 项 式 代替 未 知 函 数 。 这 一 
方法 可 以 达到 较 高 的 精度 ， 但 是 复合 函数 的 高 阶 导数 难于 计 
算 ， 所 以 不 利于 直接 应 用 。 由 于 梯形 法 中 平均 僚 率 的 启示 
构造 了 精度 较 高 的 龙 将 - 库 塔 公式 。 这 个 公式 所 用 的 间接 泰勒 
展开 法 和 平均 斜率 的 思想 应 该 掌握 。 

(三 ) 数 信 积分 法 ， 用 不 同 的 求 积 公式 导出 不 同 的 离散 
化 公式 。 搞 请 怎 样 由 矩形 公式 导出 欧 勒 公式 、 由 线性 捕 信 导 
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出 改进 的 网 勒 公 式 、 由 高 只 插值 导出 线性 多 步 法 。 

在 学 习 上 述 肉 容 的 时 候 ， 要 区 分 单 步 法 和 多 步 法 、 显 式 
和 隐 式 在 解法 上 的 特点 。 并 且 注 意 把 两 者 结合 起 来 的 预 佑 校 
正法 在 常 微 分 方程 数值 解 中 的 独特 效果 。 联 系 先前 学 到 的 事 
后 估计 法 ， 会 对 这 一 方法 有 更 深 前 理解。 

关于 放 笋 性 和 稳定 性 ， 初 学 的 时 候 ， 可 以 只 讨论 单 步 
法 。 搞 清 什么 是 局 部 袜 断 误差 、 仁 么 是 整体 截断 误差 、 收 伍 
性 和 稳定 性 有 什么 关系 、 什 么 是 绝对 稳定 区 域 等 概念 。 至 于 
线性 多 步 法 的 有 关 性 质 ， 可 作为 进一步 学 习 的 要 求 。 


十 偏 微 分 方程 边 值 问题 的 数值 解 


本 节 内 容 是 计算 方法 中 最 难 的 部 分 。 学 避 它 又 需要 偏 徽 
分 方程 、 泛 函 分 析 、 变 分 法 和 力学 等 多 方面 的 预备 知识 ， 因 
此 虽然 很 重要 ， 但 毕竟 不 属 手 计算 数学 最 基础 的 知识 。 所 以 
这 里 只 作 一 点 介绍 。 

有 限 差分 法 和 有 限 元 法 是 解 偏 微 分 方程 边 值 问题 的 两 种 
主要 数 什 方 法 。 如 求解 常 微 分 方程 那样 ， 求 像 微分 方程 的 数 
值 解 ， 首 先 也 要 把 连续 问题 离散 化 ， 作 为 它 的 第 一 步 是 对 求 
解 区 域 作 网 阁 蛮 分 ， 同 时 轴 有 限 个 网 格 节点 代 准 连续 区 域 。 
第 二 步 是 对 微分 算 子 离散 化 ， 从 而 把 微分 方程 定 解 问题 转化 
成 线性 代数 方程 组 的 求解 问题 。 第 一 步 是 这 两 种 方法 所 共同 
的 ， 区 别 在 于 第 二 步 。 差 分 法 是 从 定 解 问题 的 微分 或 积分 形 
式 出 发 的 ， 用 数值 积分 或 数值 微分 公式 导出 相应 的 线性 代数 
方程 组 。 而 有 限 元 方法 却 是 利用 最 小 位 能 原理 或 虚 功 原理 把 
微分 方程 化 成 和 它 等 价 的 变 分 问题 ， 从 定 解 问题 的 变 分 原 吾 
出 发 ， 用 里 效 -加 这 金 方法 导出 相应 的 线性 方程 组 。 但 它 和 
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传统 的 里 效 - 加 辽 金 方法 有 所 不 同 ， 它 采用 样 条 湛 数 的 方法 ， 
提出 了 一 种 选取 局 部 基 枯 数 的 新 技巧 ， 克 服 了 选取 基 郴 数 的 
困难 。 它 比 差分 法 有 更 大 的 灵活 性 并 具有 直接 的 物理 背景 ， 
目前 应 用 得 比较 广泛 。 但 是 在 规则 区 域 和 某 些 情况 下 用 差分 
法 有 它 方便 的 地 方 ， 因 此 两 种 方法 都 不 能 偏 度 。 


十 一 自我 测试 题 

1。 如 果 4 =1.1062，5 一 0.947 是 经 会 入 后 得 到 的 近 
侯 值 ， 癌 a + b，4 x 5 有 见 位 有 效 数字 ? 

2.、4 =TV7 在 z=100，121，144 三 处 的 值 是 容易 求 
得 的 。 试 以 这 三 虑 建立 ! = 的 二 次 插值 多 项 式 ， 再 用 这 
多 项 式 计算 V115 的 近似 值 ， 并 给 出 误差 估计 。 用 其 中 的 任 
意 二 点 构造 线性 插值 函数 ， 用 得 到 的 三 个 线性 揪 值 函数 计算 
V115 的 近似 值 ， 并 分 析 结 果 不 同 的 原因 。 


3 有 = 计算 x。 

《1 》 把 [0, 攻 区 间 10 等 分 ， 用 算 形 、 梯 形 和 扫 物 线 公 
式 计算 x， 并 和 和 精确 值 比较。 

《2 ) 如 果 要 求 计算 精度 是 10-* 和 10-%， 信 计 泣 形 法 和 
抛物 线 法 的 + 应 取 多 少 ? 

4。 用 到 次 分 半 加 这 收敛 方法 计算 积分 [Vdz, 要 求 
误差 小 于 10-5, 并 和 四 阶 高 斯 公式 计算 结果 进行 比较 。 

5。 用 LU 分 解 把 
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分 解 焉 单 位 下 三 角 阵 和 上 三 角 阵 的 生 积 。 
6。 胃 主 元 消去 法 肇 线性 方程 组 
3r1~ Z2+ 4xs=7, 
(2 
2zi 一 37z 一 27s 一 0。 
7. 用 简单 全 代 法 、 塞 矢 尔 受 代 法 和 取 o=1.46 的 超 热 
驰 营 代 法 ， 解 线性 方程 组 xo 二 (1,1,1,1)， 五 次 ) 
27.— Zo 一 1， 
zt2r—zs =0, 
— zat27s~ m1, 


—ZsT27= 0 


《{ 答 ， 玉 次 结果 Eb Zs Te Ps 
简单 登 代 1.16 1.22 1.53 0.69 
塞 德尔 1.17 1,.36 1.57 0.78 
超 松 驰 1.21 1.40 1.59 0.80 
精确 解 1.20 1.40 1.60 0.80) 
8.。 用 等 法 计算 

1 一 3 2 

A=; 4 4 一 1 
6 3 5 


药 绝 对 俩 最 大 特征 值 和 相应 特征 向 量 。 

{ 答 ， 取 zo 二 (1,1, 卫 苍 代 10 次 得 到 最 大 特征 信和 是 7， 
相应 特征 向 基 是 zuo= (0.3000，0.0667，1)7。] 

9. 方程 2* 一 +* 一 1 二 0 在 x*o 二 1.5 附 近 有 根 。 把 方程 写 
中 等 价 形式 : 


C1) z = 1+- 二 对 应 又 代 格 式 zou1+ -十 -， 


《2 ) 2 一 1 一 到 对 应 登 代 格式 zs = TT 

《3) 悦 -- 让 对 应 旺 代 格式 rw- 式 二 十， 
判断 县 代 格式 在 x，=1.5 的 收 剑 性 ， 并 佑 计 收 敛 速 庶 。 选 一 
种 收 售 格式 计算 1.5 附 上 的 近似 根 ， 要 求 有 四 位 有 效 数 字 。 

[ 答 ， 《1)，(2) 政 铺 ， 近 侯 根 x =1.465，《3) 发 散 。] 

10. 用 对 分 区 间 赛 法 各 牛顿 法 求 方 程 

zx3—37—1=0 
在 x。= 2 附近 的 实 根 ， 糙 确 到 阳 位 有 效 数字 。 
11， 几 龙 将- 库 塔 方法 计算 


， 3 

{ TY ys 
yO)=1 

的 数值 解 〈 六 =0.2 在 [0,1] 上 计算 ) 。 

12. 用 阿达 姆 斯 方法 计算 

{2 
y(0)= 2 

的 数 信和 解 《 = 二 0.2 在 [0,1] 上 计算 ) 。 
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后 记 


这 本 《 大 学 数学 自学 指南 》 侧 重 于 在 方法 上 给 读者 提供 
指导 ， 限 于 篇 辐 ， 有 些 问 题 可 能 也 还 没有 讲 迁 。 这 是 一 部 集 
体 编写 的 书 ， 由 于 参加 编写 的 同志 经 验 不 同 ， 各 门 课 的 特点 
也 有 所 不 同 ， 困 此 ， 各 章 的 风格 也 不 尽 相同 。 

参加 本 书 编写 工作 的 有 起 慈 夷 、 陈 绍 区、 苏 宗 慈 、 序 荣 
证 、 刘 云 英 、 马 六 路 、 陈 方 权 、 薄 铎 、 朱 部 盎 、 徐 承 凑 、 洪 
吉 基 、 沈 嘉 怠 十 二 位 同志 ， 分 别 负责 编写 的 部 分 都 在 各 章 章 
名 下 轿 了 名 。 

我 们 学 识 玖 浅 ， 经 验 不 多 ， 书 中 不 恰当 的 地 方 ， 希 望 不 
将 指教 。 
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